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1.) Motivierung eines Vorgehens durch den Al-Khwarizmi-(Tartaglia)-Wurfel

2.) Beispiel 1 fur casus irreduzibilis, d.h. genau 3 reelle verschiedene Nullstellen
3.) Beispiel 2 fur casus irreduzibilis

jeweils mit Vergelich mehrerer Vorgehensweisen und Zeichnung

4) Beispiel 3 fiir den Fall genau einer reellen Nullstelle

5) Beispiel 4 fiur den Falle eine Beruhrnulistelle und einer einfachen Nullestelle

1) Wirfel in Anlehnung an die Losung quadratischer Gl.
von Al Khwarizmi (um 800 n.Chr.)

Ich weil} nicht mehr, wie ich darauf kam, ob ich den Wurfel selbst tGberlegt habe.
Jedenfalls hat Tartaglia sich Al Khwarizmis Weg gekannt. Insofern ist es nicht
unwahrscheinlich, dass es so ging. Dieser Weg kann vollstandig verstanden werden und
ist nicht auf weitere Informationen aus Formelsammlungen angewiesen.
plattel:=plot::Polygon3d([[-1,1,1],[-1,1,1.5],[1.5,1,1.5],[1.5,1,1],[-1,1,11]1,
LineColor=[0,1,0], LineWidth=1):
platte2:=plot::Polygon3d([[1,1.5,-1],[1,1.5,1.5]1,([1,1,1.5],[1,1,-1],[1,1.5,-111,
LineColor=[0,1,1], LineWidth=1):
platte3:=plot::Polygon3d([[1,-1,1],[1,1.5,1],([1.5,1.5,1],([1.5,-1,1],[1,-1,11],
LineColor=[1,0,1], LineWidth=1l):
ukub:=plot: :Hexahedron (Radius=1,Center=[0,0,0]) :
vkub:=plot: :Hexahedron (Radius=1/4,Center=[1.25,1.25,1.25]):

plot (ukub, vkub,plattel,platte2, platte3)

3 Platten mit Kante (u+v), Breite u, Hohe v
Groler Wurfel (u+v)*3, mittlerer u*3 , kleiner Warfel vA3
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Losungsvorschlag:
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und l6se nach u und v auf. Dann ist x=u+v.

hold ( (u+v) *3) =expand ( (u+v) *3) ;
(u+vf=lﬁ+3-ﬁkv+3-uwg+v3
expand (3*u*v* (u+v))

3-ut-v+3-u-v?

2) Beispiel 1
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Casus irreduzibilis

gl:= x*3=6*x+1

X =6-x+1

solve (gl, x)

RootOf (X2} - 6-X2 -1, X2)

numeric: :solve (gl, x)

{-2.361468766, — 0.1674491911, 2.528917957}

solve ({6=3*u*v,1l=u*3+v*3}, {u,v})
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float (%)
{{u = 1.264458979 — 0.6333588961 - i, v = 1.264458979 + 0.6333588961 - i], [u = 1.264458
plotfunc2d (x*3,6*x+1,x*3-6*x-1, ViewingBoxYRange=-14..20)
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Die Nullstellen der grinen Kurve sind die Schnittstellen von Rot und Blau
Eigene Bearbeitung Beispiel 1
ugl:=u”3+(2/u)*3=1
8

113

+ul=1

lou:=solve (ugl,u)
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Das sind alle 6 Losungen, wie man sie auch von Hand findet.
v=p/ (3*u) Hier p=3, q=1. Hier p/3=2, die 2 unter die Wurzel ergibt 8

8/(1/2 -sqrt(31)/2*I); rectform(%)
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Das sieht man, dass die konjugiert-Komlexen der u*3 die v*3 sind.
Also ist die Losungsliste gleichzeitig alle 6 u und alle 6 v, immer paarweise.

rectform(lou)

{ cos (M) /22 /3 -sin <—amm;(\/ﬁ)> A2-V2 ( sin <—amalg(‘/ﬁ)>
— —_ + —_

1)
2 2 2

lo:=float (%) 3
{1.264458979 — 0.6333588961 - i, 1.264458979 + 0.6333588961 - i, —1.180734383 — 0.7783

Die Summen dieser Losungen sind die Losungen der gegebenen Gleichung.



Die Summen dieser Losungen sind die Losungen der gegebenen Gleichung.
(immer zwei konjugiert-komplexe addiert)
lo[1]+10o[2], 1lo[3]+1lo[4], lo[5]+1lo[6]
2.528917957, —2.361468766 — 5.421010862 - 102" - i, —0.1674491911 + 1.084202172 - 10
Re(lo[1l]+1l0o[2]), Re(lo[3]+1lo[4]), Re(lo[5]+1lo][6])
2.528917957, —2.361468766, —0.1674491911
numeric: :solve(gl, x)
{-2.361468766, —0.1674491911, 2.528917957}
3.) Beispiel 2

HHHHHHHHHHEHHHHHHH A
Casus irreduzibilis

gl:= x*3=3*x-1

X=3-x-1

solve (gl, x)

RootOf(X1°-3-X1+1, X1)

numeric: :solve (gl, x)

{—1.879385242, 0.3472963553, 1.532088886}

solve ({3=3*u*v,-1=u*3+v*3}, {u,v})
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Mir ist nicht klar, wie MuPAD auf diese Darstellung kommt.
ul:=rectform( - (- 1/2 - 3~4(1/2)*1/2*1)~(2/3) - (- 1/2 -
34(1/2)*1/2*1)~(5/3))

am(%ﬁ-—am(ﬁéﬂ)i-(—ﬁn<ga-+ﬁn(4§n))-i
vl:=rectform((-1/2-sqrt(3)/2*I)~(1/3))

am(zéﬂa-ﬁn(zén)-i

float (ul+vl)

1.532088886 + 2.439454888 - 10" - i

float (%) 4
{[u=0.7660444431 — 0.6427876097 - i, v = 0.7660444431 + 0.6427876097 - i], [u = 0.7660
plotfunc2d (x*3,3*x-1,x*3-3*x+1, ViewingBoxYRange=-8..5, GridVis:
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Eigene Bearbeitung Beispiel 2
(p/(3 u))"3+u”3 =q oder ebenso fir v

ugl:=u”3+(1/u)*3=-1

1 3
?+ll =-1

solve (ugl,u)
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lo:=float (%)
{-0.9396926208 — 0.3420201433 - i, —0.9396926208 + 0.3420201433 - i, 0.1736481777 — (

Die u-Liste und die v-Liste sind identisch ( s.0.)
Die Summen dieser Losungen sind die Losungen der gegebenen Gleichung.
(immer zwei konjugiert-komplexe addiert)

lo[1]1+10[2], lo[3]+lo[4], lo[5]+lo[6]

—1.879385242, 0.3472963553 + 1.084202172 - 10~ " - i, 1.532088886
Re (lo[1]+10[2]), Re(lo[3]+lo[4]), Re(lo[5]+lo[6])
—1.879385242, 0.3472963553, 1.532088886

numeric: :solve(gl, x)
{—1.879385242, 0.3472963553, 1.532088886 }

T
4.) Beispiel 3 mit genau einer reellen Nullstelle
gl:= x*3=1/2*x+1/5 5

1
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solve (gl, x)
X2 1

T
numeric: :solve (gl, x)

{0.8564578036, — 0.4282289018 + 0.223919577 - i, — 0.4282289018 — 0.223919577 - i}
solve ({1/2=3*u*v,1/5=u*3+v*3}, {u,v})

{L=N»Grﬁ%@%5dﬁ(l eyl el [

5 10~ 180 »V=\VT70 "~ 180

RootOf <X23 _ X2>

float (%)
{{u = 0.5575089299, v = 0.2989488737], [u = 0.2989488737, v = 0.5575089299], [u = -0

plotfunc2d (x*3,1/2*x+1/5,x*3-1/2*x-1/5, x=-2..2,
ViewingBoxYRange=-0.5..0.75, GridVisible=TRUE)
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Die Nullstellen der grinen Kurve sind die Schnittstellen von Rot und Blau
Jeweils gibt es genau eine Stelle.

Eigene Bearbeitung Beispiel 3
ugl:=u~3+(1/(6*u))*3=1/5
L=l
216-u

5
lou:=solve (ugl,u)

{3 1 ﬁ-\/ﬁ.(_LJr\/?T-i),s V629 1 (_1 ﬁ-i>,3 1
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Das sind alle 6 Losungen, wie man sie auch von Hand findet. 6
v=p/ (3*u) Hier p=1/2, g=1/5. Hier p/3=1/6, die 1/6 unter die Wurzel ergibt
1/216



1/216*1/(1/10 -sqrt(6*29)/180); rectform(%)
1
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Das sieht man, dass die konjugiert-Komlexen der u*3 die vA3 sind.
Also ist die Losungsliste gleichzeitig alle 6 u und alle 6 v, immer paarweise.

rectform(lou)
ﬁ ﬁ [V
_\/_ 3/ 1/6- Vom0 "‘10_\/_\/ 130 +1<
180 10’ 180 10’ 2
lo:=float (%)
{0.5575089299, 0.2989488737, — 0.2787544649 — 0.4828168961 - i, —0.2787544649 + 0.4¢

Die Summen dieser Losungen sind die Losungen der gegebenen Gleichung.
(immer zwei konjugiert-komplexe addiert) Hier gibt das Problem, dass die
Liste

immer konjugiert-Komplexe hintereinander auflistet, aber die sind nicht
zusammenpassende

uundv.

lo[1]+1lo[2], 1lo[3]+1lo[6], lo[4]+1lo[5]
0.8564578036, —0.4282289018 — 0.223919577 - i, —0.4282289018 + 0.223919577 - i

Es musste also anders kombiniert werden. Es falsch, nur die Realteile zu
nehmen.

Re(lo[1l]+1l0o[2]), Re(lo[3]+1lo[4]), Re(lo[5]+1lo][6])
0.8564578036, — 0.4282289018, — 0.2989488737
numeric: :solve (gl, x)
{0.8564578036, —0.4282289018 + 0.223919577 -1, — 0.4282289018 — 0.223919577 - i}
Prufung der Gleichung p=3 u v
lo[3]*1lo[6]-1/6;
lo[4]*1o[5]-1/6
1.355252716 - 10~ 2°
1.355252716 - 102 — 6.776263578 - 1021 . i 7

ok, aber fur die konjugiert-Komlexen ist dies nicht wahr.

1o[3]*1lo[4]-1/6;



lo[3]*1lo[4]-1/6;
lo[5]*1o[6]-1/6

0.1441495402

—0.07729623757
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Nebenrechnung von Hand, geht ganz ohne komplexe Zahlen.

wl:=1/10+sqrt(1/100-1/6"3) ;w2:=1/10-sqrt(1/100-1/6"3);
float(wl); float(w2);

V6-V29 1

180 10

1 V6-v29

10 180
0.1732828109

0.02671718912

ul:=wl”*(1/3); u2:=w2~(1/3);
float(ul); float(u2);

Ve VB

180 10

31 V6-V29

10 180

0.5575089299
0.2989488737

vl:=1/6/ul; v2:=1/6/u2;float(vl); float(v2);
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1
6.3\/M+11_0
1
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ul+vl,u2+v2
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float (ul+vl); float (u2+v2)
0.8564578036

0.8564578036

1/100-116/21600
1

21

116/21600

29
5400

(1/10-sqrt(116/21600) )~ (1/3) ;float (%) ;
(1/10+sqrt(116/21600) )~ (1/3) ;float (%) ;

21 V6-129
10 180
0.2989488737
V/;SX/__ 10
0.5575089299
passt
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5.) Beispiel 4 mit einer doppelten reellen und

einer weiteren Nullstelle

Diskriminante muss 0 sein
lop:=solve (g*2/4=p*3/27,p)

22 F 3 3. ¥ % 3.
(rdd 0 (005 5 59)
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pg:=lop[l]; float( pglg=1/5)

2

2 2
3.43.(13

4
0.646330407
gl:= x*3=pg*x+q

3.-4%.q°-
f=q+ -

solve(gl|g=1/5,x)
2
.4%.3/5.X2
RootOf <X253— 3-47-1/5-X35 _ L X25>
20 5
numeric: :solve(gl|g=1/5, x)
{-0.4641588834, — 0.4641588834, 0.9283177667 }

Wie erwartet ist links eine doppelte Nullstelle und rechts eine einfache.
CAS-Lo6sung des Gleichungssystem fur u und v.

solve ({pg=3*u*v|g=1/5,1/5=u*3+v*3}, {u,v})

2 2\ 2 £
{L_ﬁ-%-w _10%] [u_f%m-(—%ﬂz‘") 47-V5- V10
- 20 L

V=70 10 2

log:=float (%)
{[u=0.4641588834, v = 0.4641588834], [u = —0.2320794417 — 0.4019733844 -i, v= — 0.

Das sind nur drei Losungen, jede gilt doppelt.

plotfunc2d (x*3,pg*x+1/5|g=1/5,x*3-pgq*x-1/5|gq=1/5, x=-2..1.5,
ViewingBoxYRange=-0.5..0.9, GridVisible=TRUE)
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Die Nullstellen der grinen Kurve sind die Schnittstellen von Rot und Blau
Jeweils gibt es genau eine "einfache" Stelle und eine Berlhrstelle.

Eigene Bearbeitung Beispiel 4
ugl:=u”3+(pq/ (3*u))*3=1/5|g=1/5
1 3_1
—tu =5
100 - v’ 5

lou:=solve (ugl,u)
2 . 2 .
{10% 107 (4050 107 (3453 }
10° 10 i 10

Das sind nur 3 Losungen, wie man sie auch von Hand findet. alle doppelt.
Die erste ist reell, die anderen beiden mit mit den 3. Einheitswurzeln erzeugt.

rectform(lou)

2 2 2 2 2
{10T C 108 V3-100 0 107 | V310 .}

10° ~ 20 20 P20 Y720 !
lo:=float (%)

{0.4641588834, —0.2320794417 — 0.4019733844 - i, —0.2320794417 + 0.4019733844 - i}

Die ertste ist als u und!!! als v zu lesen. u+v ist also:
2*10[1]

0.9283177667

Das ist die rechte einfache Schnittstelle.
Die Summe der beiden anderen Losungen ist die doppelte Nullstelle, an

1
°d 11

{{u = 0.4641588834, v = 0.4641588834], [u = —0.2320794417 — 0.4019733844 -i, v = — 0.

sieht man namlich, dass u und v konjugiert-Komplexe von einander sind, und
uber kreuz



uber kreuz
nochmals auftauchen. Die doppelte Nullstelle ist also

lo[2]+10([3]
—0.4641588834

Bemerkenswert ist, dass diese Zahl schon als u und v, lediglich mit
negativem Vorzeichen,

auftaucht. Das liegt daran, dass die 3. Einheitswurzeln fur 120° und -120° als
Realteil -1/2

haben und u1 reell ist.

Das passt zu den "Affenkasten"-Eigenschaften: dort ist nachgewiesen
dass die Wendestelle

(das ist hier x=0) die Strecke von Beruhrstelle zu weiterer Nullstelle im
Verhaltnis 1:2 teilt.

Damit reicht bei R=0 schon die Bestimmung von u:=(q/2)*(1/3).
2*u ist eine Schnittstelle, die doppelte ist -u.

ur:=(1/10)~(1/3); float (%)
10°
10
0.4641588834
numeric: :solve(gl|g=1/5, x)
{—0.4641588834, —0.4641588834, 0.9283177667}

Prufung der Gleichung p=3 u v
lo[1]~2*3-float( pglg=1/5);

—2.168404345-10~ "
lo[2]*1lo[3]*3-float( pglg=1/5);
—3.252606517-10" ' — 2.032879073 - 102 . i

ok, das rechtfertigt diese Kombination der Losungen
HHHH B H R R
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