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Reine Algebra Lineare Algebra

Teil 2 Abbildungen
Algebraische Strukturen Vektorraume
* Halbgruppe * Vektoren * Matrizen
* Gruppe « Lineare Unabhangigkeit ¢ Lineare Gleichungssysteme
* Halbring « Basis, Dimension * Abbildungen
*Ring « Skalarprodukt * Eigenwerte, Eigenvektoren
* Kérper * Kreuzprodukt * Hauptachsentransformation
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Seite: Definitionen von Halbgruppe und Gruppe

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a, b, c... bezeichnet.

Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.

Axiom G1 aobistausM Abgeschlossenheit

Erfiillt (M,0) dieses Axiom (Gesetz), dann ist (M,0) eine
Algebraische Struktur

Beispiele zum Uberlegen: Ist (M,0) eine algebraische Struktur? j/n

M={Die echt positiven natirlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die negativen natirlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die geraden ganzen Zahlen}, o ist plus-rechnen

M={Die graden natiirlichen Zahlen}, o ist mal-rechnen

M={Die ungeraden natirlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die ungeraden ganzen Zahlen}, o ist mal-rechnen

M={Die Vielfachen von 5 Zahlen}, o ist ....... -rechnen

M={Die 2x2-Matrizen}, o ist plus-rechnen

. M={Die Kongruenzabbildungen}, o ist hintereinanderausfiihren
10. Selber Beispiele suchen
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Seite: Definitionen von Halbgruppe und Gruppe

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a, b, c... bezeichnet.
Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.
Axiom G1 aobistausM Abgeschlossenheit
Axiom G2 Firalle a, b, caus M gilt (aob)oc=ao(boc) Assoziativitat
Erfiillt (M,0) diese Axiome, dann ist (M,0) eine
Halbgruppe

Beispiele zum Uberlegen: Ist (M,0) eine Halbgruppe? j/n

1. M={Die echt positiven natirlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
2. M={Die negativen naturlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
3. M={Die geraden ganzen Zahlen}, o ist plus-rechnen
Algebraische 4. M={Die geraden natirlichen Zahlen}, o ist mal-rechnen
Strukturen
« Halbgruppe 6. M={Die ungeraden ganzen Zahlen}, o ist mal-rechnen
« Gruppe 7. M={Die Vielfachen von 5 Zahlen}, o ist ....... -rechnen
8. M={Die 2x2-Matrizen}, o ist plus-rechnen
9. M={Kongruenzabbildungen}, o ist hintereinander ausfihren
10. Selber Beispiele suchen
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Seite: Definitionen von Halbgruppe und Gruppe

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a, b, c... bezeichnet.
Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.
Axiom G1 aobistausM Abgeschlossenheit
Axiom G2 Fiir alle a,b, c aus M gilt (a o b)o c=ao(bo c) Assoziativitit
Axiom G3 Es existiert ein Element e in M, so dass fiir alle a aus M gilt
eoa=aund aoe =a e heiR neutrales Element (Einslement, Nullelement)
Erfiillt (M,0) diese Axiome (Gesetz), dann ist (M,0) eine

Halbgruppe mit neutralem Element _(Monoid)

Beispiele zum Uberlegen: Ist (M,0) eine Halbruppe mit Null oder Eins?j/n

M={Die echt positiven natiirlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die negativen nattrlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die geraden ganzen Zahlen}, o ist plus-rechnen

M={Die graden natirlichen Zahlen}, o ist mal-rechnen

pWNPE

M={Die ungeraden ganzen Zahlen}, o ist mal-rechnen
M={Die Vielfachen von 5 Zahlen}, o ist ....... -rechnen
M={Die 2x2-Matrizen}, o ist plus-rechnen
M={Kongruenzabbildungen}, o ist hintereinander ausfihren
10. Selber Beispiele suchen
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Seite: Definitionen von Halbgruppe und Gruppe

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a, b, c... bezeichnet.
Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.

Erfiillt (M,0) die Axiome einer Halbgruppe mit neutralem Element e
und gilt

Axiom G4 Zu jedem a aus M existiert ein a‘ in M mit der Eigenschaft
aoa‘=eunda‘oa=e.Esistdann a’das Inverse (Element) zu a.

Ist auch G4 erfiillt, dann heiRt (M,0) eine Gruppe
Beispiele zum Uberlegen: Ist (M,0) eine Gruppe? j/n

3. M={Die geraden ganzen Zahlen}, o ist plus-rechnen

6. M={Die ungeraden ganzen Zahlen}, o ist mal-rechnen

8. M={Die 2x2-Matrizen}, o ist plus-rechnen
9. M={Kongruenzabbildungen}, o ist hintereinander ausfihren
10. Selber Beispiele suchen
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Seite: Definitionen von Halbgruppe und Gruppe

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a,b,c... bezeichnet.

Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.

Erfiillt (M,0) die Axiome einer Halbgruppe oder einer Gruppe

und gilt

Axiom G5 Firallea,b ausM gilt a ob=boa,

Dannist (M,0) eine kommutative Halbgruppe, bzw. Gruppe

Abelsche Halbgruppe bzw. abelsche Gruppe
Beispiele zum Uberlegen: Ist (M,0) eine abelsche Gruppe? j/n

9. M={Kongruenzabbildungen}, o ist hintereinander ausfihren
10. M={Die ganzen Zahlen}= Z, o ist plus-rechnen

11. M={Die echt positiven Bruchzahlen}, , o ist mal-rechnen

12. M={ a+b~2 mita, b aus Q}, o ist plus-rechnen

13. M={a+b+2 mita, b aus Q}, o ist mal-rechnen
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Seite: Definitionen von Halbring, Ring, Korper

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a, b, c... bezeichnet.
Es ist eine Verkniipfung ,,+" unter diesen Elementen erklart.
Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.
Axiom D Fiir alle a,b,caus M gilt ao(b+c)=aob+aoc Distributivgesetz
Erfiillt (M,+) die Axiome einer Halbgruppe
Erfiillt (M,0) die Axiome einer Halbgruppe und gilt dazu Axiom D,
Dann ist (M,+,0) ein Halbring.
Ist (M,+) abelsche Gruppe, dann ist (M,+,0) ein Ring.

Ist im Ring (M,+,0) auch (M,0) abelsche Gruppe, dann ist (M,+,0) Kﬁrper

M={Die ganzen Zahlen}=Z , + ist plus-rechnen, o ist plus-rechnen

M={Die positiven Bruchzahlen mit 0}, + ist plus-rechnen , o ist mal-rechnen
M={ a.py2 mita, bausQ}, oist plus-rechnen DieseMengeheift: ./ 1~
M={ a+bv2 mita, b aus Q}, o ist mal-rechnen @ adjungiert Worzel 2 I"fl’{ \].f: )
M={Die rationalen Zahlen}= (Q , plus und mal wie iiblich

M=(Die reellen Zahlen}=R , plus und mal wie iiblich

ouewWwNE
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Seite: Definitionen von Halbring, Ring, Korper

M={Die ganzen Zahlen}=Z , + ist plus-rechnen, o ist plus-rechnen

M={Die positiven Bruchzahlen mit 0}, + ist plus-rechnen , o ist mal-rechnen
M={ a.py2 mita, bausQ}, oist plus-rechnen DieseMengeheitt: ./ 1~
M={ a+bv2 mita, b aus Q}, o ist mal-rechnen @ adjungiert Worzel 2 I"fl’{ \].f: )
M={Die rationalen Zahlen}= (Q , plus und mal wie iiblich

M=(Die reellen Zahlen}=R , plus und mal wie iiblich

ouewWwNE
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Seite: Definitionen von Halbgruppe und Gruppe

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a, b, c... bezeichnet.

Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.

Axiom G1 aobistausM Abgeschlossenheit

Erfiillt (M,0) dieses Axiom (Gesetz), dann ist (M,0) eine
Algebraische Struktur

Beispiele zum Uberlegen: Ist (M,0) eine algebraische Struktur? j/n

1. M={Die echt positiven natirlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
2. M={Die negativen naturlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen

3. M={Die geraden ganzen Zahlen}, o ist plus-rechnen

4. M={Die graden natirlichen Zahlen}, o ist mal-rechnen

5. M={Die ungeraden natirlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen

6. M={Die ungeraden ganzen Zahlen}, o ist mal-rechnen

7. M={Die Vielfachen von 5 Zahlen}, o ist ....... -rechnen

8. M={Die 2x2-Matrizen}, o ist plus-rechnen

9. M={Die Kongruenzabbildungen}, o ist hintereinanderausfihren
10. Selber Beispiele suchen
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Seite: Definition eines Vektorraumes

Es gibt eine Menge V. Die Elemente seien mit v, w, u, ... bezeichnet.
Es ist eine Verkniipfung ,,+" upter diesen Elementen erklart.
(V,+) ist abelsche Gruppe
Es gibt einen Kérper K mit den Elementr, s, t..&, 3, 7,... Meistist K=R
Es ist eine Verkniipfung zwischen Kund V erklart, die man skalare
Multiplikation nennt. Es gilt -V eV
Axiom (1) 1-v=v
Axiom A (a-p)-v=a-(B-v)
Axiom D1 (a+p)-v=a-v+ -V
Axiom D2 a-(V+W)=a-V+a-w

heiRt (V7+)K Vektorraum iiber K, (V’+)R ist VR iiber R Y

Vo

Die Elemente von RXRX....XR=R" heigen n-Tupel tber R :
Man schreibt sie zeilenweise (Vl, bV, | oder spaltenweise

Die v; heiRen Komponenten. i
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Vom Punktraum zum Vektorraum
Der Zahlenstrahl . | die Kooerdinatenebene B = R |
der3-D-Raum ExR xR =R’ sind Punkirdume.
Sie sind durch reells Zahle, Paare von Reelen Zahle und Tripel von resllen
Zahlen beschrelbbar.
Inihnen lassen sich Pfeile definieren:
Der Pfeil Pg hat als Komponenten die Differenzen den entsprechenden
Komponenten von Pund Q.
Zwischen den Pfeilen wird eine Agivalenzrelation definiert.
Pf heilh le enn sie an jedem Platz in ihrem

r) of) 76)
) ) -G
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Aquivalenzrelation

Definition: Aquivalenzrelation”

si M = {d,b,c.....}  indor oo Rolation = erklatist

A1 Refexivitat a=afisleac M

A2 Symmetrie

A3 Transitivitat
Eine Aquivalenzrelation teilt M in ~Aquivalenzklassen™ ein, d h. die untereinder Squivalenten Elements
balden eine Klasse, kein Elenient gehdrt 2u rwei Klassen. man sagt die Klassen sind “disjunkt”, jedes

Element gendrt zu einer Klasse,

Aquivalenzrelationen dienen dazu, Objekte, die in einer Hinsicht
,gleichwertig” sind, zu identifizieren. (Das ist auch die Wortbedeutung.)
Weitere wichtige Anwendungen:
* Zwei Briiche, die durch Kiirzen oder Erweitern auseinander entstehen,
sind dquivalent, man schreibt sogar das =-Zeichen.
« Zwei Gleichungen, die dieselbe Losungsmenge haben sind dquivalent,
man schreibt <=
*Zwei Terme, die flr jede Wahl der Variablen gleiche Werte haben, sind dquivalent,
man schreibt das =-Zeichen:
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. Vektoren

«Pfeile gleicher Lange und Richtung sind
( mit obiger Definition) dquivalent
« Die Aquivalenzklassen nennt man (geometrische) Vektoren.
« Anmerkung: Dieser Name wird gerechifertigt ,indem
spéter bewiesen wird, dass die Vektorraumgesetze
erfiillt werden.
* Man kann in den Punktrdumen immer nur
einzelne Reprasentanten eines Vektors zeichnen.
* Man sagt auch:
Vektoren kann man frei verschieben
* Der ,Hauptreprasentant” ist oft ein Vektor mit
Startpunkt O.
* Vektoren kann man auch als n-Tupel beschreiben.
¢ Die Addition von Vektoren wird komponentenweise
definiert.
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Gerade in vektorieller Darstellung

g‘m{'ﬁ am Ve Lit!o"-("a{iwj‘nh{ih.,' P: “-"‘: Ha Okefrz
(1) v=2 =l 1 " Richdcimg rve b,
seli Ha-@) St Gt iheesyy ning
g=5 .‘:‘{:J* Séﬁjﬁ{:J | - 4 -

oot Al T
Gbg-8)L S5l ) . Saei

N,

)z 7
G p=a+sv

O ¥ Fir jede reelle Zahl s erhilt man einen
8 Geradenpunkt.
Jeder Geradenpunkt ldsst sich durch ein
2 passendes s erreichen.

Pah+s Vv
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Verschiedene Geradendarstellungen
Vektorielle Darstellung P=a+sv oder p=d+sV

P = (;1) 4-_;,!—{‘13")

Koartesicehe Dureball Prys

O [y=F(x-n+2)  Bgomer y=Fle-a)*a.

Haselnrerh : by prnbor favebellinwe —Dkast. D

b s ) 1) S o

- ® y=2 +§'f(yr—«} -Z*;—fx—") Wi pfen
SFan docs fovis 4
Hormudonferm  Yx -y =-% |3

- =~ Diese Form ist in Ostemeich sehr gebeauchich
'H_ x -3y ! Man kann in GecGebra Twischan baiden umsthaten
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_ _.‘Vilele Graden *@J%@}

N\
=
=S
>

34} y={13)

Siehe Ubungsblatt 7).’;['3’) +A (l;)

” Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitét Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 16 ”

Viele Graden ?‘ (z) ﬂf(g)

Siehe Ubungsblatt P: 8()4'5 [;2
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Geraden in 3D (also im R?).
p=a+s-v Dies ist die allgemeine Geradengleichung.

a 1A
p=|a, |[+s|v, | mit a,v;,seR
a3 V3
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Schnitt zweier Geraden 3, ! &l

-2 -2
=| 5 |+s| 2
2 2

_ t thimiroe L
- t,(-z 7\ ja\ PO s+ 9609520
<3 =62 <D 4{——;4
~ds tLt=-3 gwm‘-wwmu
3s -1t 3 Dild 6-123 “

Das LGS hat keine Losung, die Geraden schneiden 5|ch nicht. g und h sind windschief
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Schnitt zweier Geraden

Allgemeines Vorgehen beim Schnitt von zwei Geraden: N
1. Die Richtungsvektorensind parallel. o p:[z}s[SJ h:p:{5]+{21
D.h. Es existiert ein Faktor fur den einenso, (3] |1 2] 12
dass der andere herauskommt: Die Geraden sind parallel.
a) Der eine Aufpunkt liegt auf der anderen Geraden: Die _‘,
Geraden fallen zusammen. -
b) Der eine Aufpunkt liegt nicht auf der anderen Geraden: Die
Geraden sind parallel und getrennt liegend. (echt parallel)s,lu\_
2. Die Richtungsvektoren sind nicht parallel. Berechnung: Rechte
Seiten gleichsetzen. Aus zwei Gleichungen s und t bestimmen. In
die dritte einsetzen.
a) Es ergibt sich eine wahre Aussage (w.A.): Die Geraden haben
den Schnittpunkt, der sich aus s und t ergibt. 3 Nh=
b) Es ergibt sich eine falsche Aussage (f.A.): Die Geraden sin
windschief. g,ffh N 3‘ n Inxﬂd
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Graden in 3D

Geraden 3D [
[1 2 3 1] 3

B zll‘ll. 4 ! : X \-1 ’ \j}‘: j 4]‘ l ‘
-1 4 3 1) 3

b = —

solvelg ll‘i}] r r=1and s=0 .lx']vpfg k{-}] U — and r

solvelh=k, {15 :) * fals

dies sind der Schnftpunkt ven g und b uml du Schnittpunkt von g und k. hund k sind nicht parallet

1 f=1 und =1 =2 istnicht gleichzeitig erfulbar Da sie aulerdem keinen gemeinsamen Punkt
haben, sind sie windschief. h und d sind parallel und Zusammenfallend, denn s ist frei wahlbar, ¢
falgt dann. Alternathy izt mit ==2 ad auf der Geraden h. |
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Graden in 3D

Geraden 3D

.f..\lveig h_{."s}:l * false .f..\lve':g k.{."s}:l * false ﬁ."i.'.'P[h k{s}] *s=-1and 1=3

hjs=-1 ~ kjr=2 = dies ist der Schaittpunkt von b und k

Ersichtlich sind g und h paralled, denn -vg=vh, da es auderdem keinen gemeinsamen
Purikt gibt, sind sie parallel und getrennt liegend (echt parallel).
g und k sind nicht parallel: 1- =1 und -1- f=1 ist nicht gleichzeitig erfullbar

Dia sie auBerdem keinen gemeinsamen Punkt haben, sind sie windschief
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Graden in 3D

Geraden 3D

]

1 .f..\l','e-[g k{neh) » false  solvefn k.{:‘s}] * false

4

=15 Tl| his=-1 * .‘I dies ist der Schnittpunkt von g und h,
1 L1

Ersichtlich sind k und h parallel, denn —vk=vh, da es aulerdem keinen gemeinsamen
Punkt gibt, sind sie parallel und getrennt liegend (echt parallel)

g und k sind nicht parallel: & /=1 und -2 /=1 ist nicht gleichzeitig erfullbar
Da sie auferdem keinen gemeinsamen Punkt haben, sind sie windschief
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems
Prof. Dr. Dorte Haftend, Universitat Lineburg, ik Lehramt 24, Juni 2006

Lonreams %MW/A’/P 3
@ Ly -3y +2& =
@ Ex +5y —62 = 4es. , PR 7,

@«x -2y #4942 = 3 |

X & sares

@+ EE O ~#y +48x=—4 p, — L4¢

(g;uzc,—{_") o y +22= A1 t;rtﬂ“ Yariwle

@* /,f(f)— O F40 2=A20 [0 ALl A Vacink
() 2=23 ) Vi e

mé{r._f' ,m@ yzz__z-gww ,ﬁ_é

41 Gls. T, an® _—');:fy-tfeﬂ:z-f—*f-su . . e

e = Mdﬂo«t}

Pdf bei Algebra/ Gleichungen
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

Wyé’m— 5«5‘,0!&5
2x+ y-20& =22
@ Fx tzy+ 2= 34
D Cx+ey-192=9

~% ~23X #0 -232 = —ME

~23y% +0 -—13&-—(.;5“ .
X f/m«.m o) O ALtie /Mw
z At e -2 + 4 A Ao

@ 2y=—Fx—2+31 L o5 um
2=z +F2 3L -2 434 M= = 44T
Ly Gz —« y=32-2

o Ta _=

Pdf bei Algebra/ Gleichungen
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

Lineare Algebra Gleichungssystem 20 mit Matrizen  (Ha 2010}
o T 13 |

5t nun im ganzen “Problem” bekanrd. Es ist nicht notig. sie im Caculator

Diase Dafinitio

nechmal verzunahmen

| st der gesuchty tor und die rechte Saita i

Dann ist das Gleichungssystem an: bv=ey « |27

it Lesung: solvelnn: bvaev,{ B,

Nerner der Bruche micht

Man gieht, dass die Losung aud diese & NUF §xiSHE, witnn der

Null ist. Darum bekommt dieser Ned

i

Hier sind die V; m" ist also

s “Problem”®, hier

andig. Fur
2aul Es gt Set

* tns bei Lin.Alg.

|| Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitdt Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 26 ||

Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

Gleichungssysteme Seite ~2-

Im korkreten Fall kann man auch an bilden,

die imverse Matrix_ falls sie existiert, ma nat r\'-|

T4 hat man die

Lesung
Man korrte

Es ware nun heute Unsi denn dann kannn man es gleich vom
CAS losen lassen. Also: entweder ganz von Hand =was miturter sebr fix geht= oder mit
S5

Ubrigens lasen der ¢

mputer die linearen Gleichnungssysteme genau mit diesem Frinzip
(Zumindest wenn eine eindeutige Losung existiert )
Auch die GTR kennen das heute

* tns bei Lin.Alg.
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

Es folgt Seite ~3- mit den anderen Fallen, de beim Losen auftreten konnen

DCie Losur

5t gin 20=Purkt, wenn
Warn baide
iy

- aaft Jemaf3]

ersten Zeile von aa. Dann is

s k-fache der
e[nnd) + 0k

], also: che zweite Zede ven a

nad =

Wern jenzt auch noch git eva-s| e allen die parallelen Geraden Zusammen

J)
Ardlerentalls folgt sin Widerspruch de: O=Zahl mit einer richt verschwindenden Zahl
Darn sivd die paralielen Geraden gatrenct

Dieses kann man nur von Hand oder korkre urtersuchen

* tns bei Lin.Alg.
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

glsmag: drmey

solvelgls,{ b by}

detfaa)
.'Jc-l
a :-l v

CDieselbe Lésung mit der Inversen hatrix erzeugt

7159

* tns bei Lin.Alg.
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

©lie besonderen Lasungsmengen

1s 4

aad bvmcy

{bxtv})
©Dies sind also zwe: Geraden, die parallel s

evdal X
13 ex]

aad by

solve{gas: dvmev,

nd gesrenait liegen,

%]

b2 bymex
-3 br- by=3 ex

©han sieht schon, dass die zweite Zeile insgeamt das 3-fache der ersten ist

solveloas bvmeva | budy}) b2 €3 and byed and cx=0
©Eine Freiheit bleibt drin, Légung ist die ganse Gerade aus der ersten Zeile,

* tns bei Lin.Alg.

10059
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Erzeugen eines LGS, linearen Gleichungssystems

Gleichungssysteme erzeugen, die dann losbar sind

13 11 2 X
aa=|, _, | gewlnschte Losung lo:=| ;| allg. Losungsvektor Py
2 -1 3 1 z
181
7 35 35 5
aa’l »|2 1 1| diessichert die Lésbarkeit bb:=aa lo * 1
77 7 g
o X 2
S5 s

w

rowDim{aa) » 3 wenn hier 3 steht, ist das |Gls eindeutig lgsbar,
-1 2 . i
aa ~ bb * || istauch eine Probe. Also
1

solve(aa p=bb,x,y,zb > x=2and y=-1 and z=1
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Erzeugen eines LGS, linearen Gleichungssystems
Gleichungssysteme erzeugen, die dann lgsbar sind

13 -1 2 X
aai=|, ., | gewtnschte Losung lo:=|_;| allg. Losungsvektorp::},
2 -1 3 1 z
15
7 35 35
1.0z o1 2
aa -~ *|Z - - | diessichert die Losbarkeit bb:=aalo * |,
77 7 8
13
0o — =
5 5

rowDim(aa) » 3 wenn hier 3 steht, ist das |Gls eindeutig l6sbar

Mehrdeutige Losungen kann
man erhalten, wenn man
solve(aa p:bb,x,y,zb + x=2 and y="1 and z=1 zwei Zeilen frei wahlt und die
dritte linear kombiniert.

2
aa’l bb » _1| ist auch eine Probe. Also
1
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Erzeugen eines LGS, linearen Gleichungssystems

Gleichungssystem erzeugen, /.
das dann eine ,vernunftige
1-dimensionale Losung hat.

e

2xH y-20e --22
Frdly+ 2= 34
Erdry-M1e= 9

=2ix 0 -233 = —E
=By +0 -23=-pf .
Live Fae ikl
- 800 e Brrrvaratas
e —z L i

Ly =R =431
2z 4+ F2 -8 -2 #3 Mo g
Ly= tg-—w \

Ve Taos

£ Mitr =

2. 4 25
A+ = 42— F AP 4L =20 22 |wiaw
Tr+ly =-F2 +I5—Hié2 = —2 +37 ;m-(
T 3. U wo” otve (ovmrreze => Lone Van'ala *_’
A clort b31am reolly erme Fovsg \\HM#W
W:r?l'ma« hué/f'lévv?”ﬁ‘, r’?_;ﬁ.

Pdf bei Algebra/ Gleichungen
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£ ‘,"/("wg Heeanr ’,Ju’/;;" - i

olinbin, Fadloren puusorontins,

Ebene in vektorieller Darstellung

W
- P
A =
V=

p=a+svt tw
4‘.“’“ Fir alle reelle Zahl s und t erhalt man

Neue Datei einen Ebenenpunkt.
Jeder Ebenenpunkt Idsst sich durch ein
passendes Paar s und t erreichen.
= > > -
P20 *+s vitw
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Ebene in Parameterform

4’.3903“

Neue Datei .00 AL 2,0
ArchimedesGeo3D & = 300 | +s-| 30 | +¢- 3.0
In mystudy 2,00 2,0 30

<$*.geosae

Ebene mit Geraden
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

z
[AY |
-
3 J
d/ T P a5y 5 25 b 4
1.0 -1 2,0
ArchimedesGeo3D 3 _ 10 L 3.0 4+t 30
In mystudy 2.0 20 3.0
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Zentraler Begriff: Linear unabhangig

(VR,+)z,V;eVR, o, eR,neN
n

Dann heiRt z (Zi . Vi eine Linearkombination der V;
i=1 n

Kann die Gleichung Z a; -V, = 0 nur erfiillt werden,
i=1
wennalle ¢ =0 sind, dann heiRen die V; linear unabhingig.

M = {Vl,...,Vn} heiBt dann linear unabhdngige Menge in VR
n

[[vi,...,v"]]:{w ‘W:Z(xi-vi 0 ER} 5
i=1

Die Menge [[Vi]]aller Linearkombinationen heift lineare Hiille der v,
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Priifen, ob eine Menge linear unabhangig ist.

® Zeige, daB je zwei der folgenden drei Vektoren linear unabhéngig sind und stelle jeden Vektor
als Linearkombination der beiden anderen dar.

@ ({7316) o1 (122 35 (s)(+7)

Untersuche die folgenden Vektoren auf Komplanaritat

[ (A6 0B -0

o JEH_
() » () »BHEH) HC)

~

)

M=o

——

2\ /o

o, 1)

2/ \0,
Fur welche Werte des Parameters a sind die tolgenden Veklaren linear abhangig?

T T N
9EHE) O 0EE G
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Teilverhaltnis-Aufgabe mit ,linear unabhanglg
a=Anted OF an OB L—OA b,a_a

B= Anted BE an BC B
A9

OF=£b 05 =0t
Fiogs oot
- —
(o]} :i—b-l tF
3-,. \ 05 wird sowohl mithilfe der einen Transversale FA

und der anderen Transversale OE ausgedriickt.
Beide Terme werden dann gleichgesetzt.

1 b+t (~4ben =T (o-+%b)

In Weichem Verhainis teilt 5 die l'unwensalef’

—»t —,r) 3(1'—790— ;”’—é

Da a und b linear unabhéngig sind, kann diese Gleichung nur gelten) wenn beide Klammern verschwinden.
1_1 3 Also: S teilt OF im Verhaltnis 2:3.

- -2 P oy o
2-2L-21F =0 N 1=

Also: S teilt FA im-Verhltnis 2:3.
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Teilverhéltnis-
Aufgabe mit
linear
unabhangig”.

BT =k JE = dfd +34)
D(-\s,-tri-n.;\-f“.‘ ")
Adac f{ﬂl"ﬂu)Amé“(,u"—‘J

.{-J..z_fp -n)‘--"a_b—-/&}
& =£) & @i~
e I

it

5 el ¥ D sioe Wl it

T
%

ik =

-3 _-.V/ﬂ...m{z,
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Teilverhaltnis-Aufgabe mit ,linear unabhangig”.

€D

Uberlegen Sie, dass das gescherte Dreieck rechts dasselbe Problem l6st, wie das Dreieck links.
Fur das Rechte Dreieck kénnte man S auch mit analytischen Methoden Berechnen, also durch
Aufstellen von Geradengleichungen und Schnittpunktberechnung.

Versuchen Sie hier beide Methoden.
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Skalarprodukt
Lin. Alg: Skalarprodukt
Ema | dhe erst emne ber die L hnung im Raum
liefert. (Blatt 1).

[T]=1a '“Hfl e

leuqn} wpﬂduﬂ E). Ci= C: + C;L i ci""
'Fmﬂ'praa(uﬂ" 5-) F: Gl t by Iy 6P
21'1 ﬂ!dw frodqb'/’ ER
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0()) l)'&i"‘d‘lfl/ Skalarprodukt

(L v Gleis gerade 15 2,40
Gleis gebogen 8 2,70

Anschluss 1 i 6,29

waren = | Weiche li Stiick = 2 Preise = 17,98
Weiche re 2 17,98

Weichen Antrieb 4 12,98

Kosten := Preise « Stiick Daflr nimmt man

Kosten := Preise « Stiick = das Skalarprodukt.

15.2,40+8-2,70+1-6,29+2-17,98+2-17,98 +4-12,98
187,73
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Skalarprodukt

Gegeben ist ein Vektorraum VR iiber einem Kérper K (hier K=[R ) und eine
Basis B. Vektoren a und b haben Darstellung ihre Darstellung mit den
Komponenten a; und b; aus K bzgl. der Basis B.

Dann ist durch

a)(b

sfo| ||

ab=| " |=a-b+a,-b+..+a, b eK
a, )b

n

ein Skalarprodukt definiert. Handelt es sich um den Kérper der
reellen Zahlen, dann heift der VR nun euklidischer VR .

Dieses Skalarprodukt wird auch Standard-Skalarprodukt genannt.
Es erflllt die Axiome einer positiv-definiten Bilinearform.
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Bilinearform

Gegeben ist ein Vektorraum VR iiber einem Korper K .

Eine Abbildung f: VxV --> K, die also jedem Paar von Vektoren ein
Element aus K (z.B. eine reelle Zahl) zuordnet , so dass die
folgenden Eigenschaften gelten
fu+v,w)=f(uw)+ f(v,w)
f(r-v,w) =r-f(v,w)

f(uv+w)=f(uv)+ f(uw)
f(v,r-w) =r-f(v,w)
heiRt Bilinearform
Gilt dazu noch f(v,w) = f (w,v)
heiBt die Funktion symmetrische Bilinearform .
Gilt dazu noch

vw=0: f(v,v)>0

heiRt die Funktion positiv definite Bilinearform .
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Positiv definite symmetrische Bilinearform
f(u+v,w) = f(uw)+ f(v,w) f(u,v+w)=f(u,v)+ f(uw)
f(r-v,w) =r-f(v,w) f(v,r-w) =r-f(v,w)
f(v,w) =f(w,v) wv=0: f(v,v)>0
Das Standard-Skalarprodukt erfiillt alle diese Gesetze.
f(v,w):=vew s.0.;alternative Schreibweisen v.W  <v,w> u.a.

Alternative Namen: Punktprodukt, dot-product, inneres Produkt, euklidisches Produkt

Beweis:
(v (W Auf diese Weise werden
wlvew)=| 3| | mum)+su (4 ow) 5 die ersten finf Gesetze
u )W) w, direkt aus den reellen Zahlen
w) (v (w)(w tibertragen.
Uy VU W U Y U W, = ‘fz . YZ oM ‘fvl Das letzte Gesetz bedeutet:

Vektorldnge(nquadrat) ist
Positive (auRer Nullvektor)
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Skalarprodukt
4 1 @
ol = 2 £ ~a-H,-ZnJ. .
fb &~ b -k =

A i My
=7~ -1 7 . - 3
c.¢ =(a-b). (3—;7 L, onbaba
pr ~
= @.a —1ch +b.}
: - —

Blatt 2 knupft daran die vektrorielle Dastellung einer Lange an und stellt die
Forderungllll auf, dass sich das gesuchte Skalarprodukt wie ein tbliches Produkt
verhalten soll. Durch Vergleich mit dem Kosinussatz ergibt sich die tbliche
geometrische Definition des Skalarproduktes.
In unserem Aufbau ist der Algebrateil schon bewiesen und die (lila)
Kosinus-Aussage ist wegen des el.geometrischen Kosinussatzes eine Folgerung.

Y
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Skalarprodukt
Skalarprodukt -2-
Blatt 3 sichert nochmal ab, dass die Langenberechnung mit der Schuldefinition
wie erwartet klappt
Blatt 4 zeigt eine wesentliche Eigenschaft des Skﬂ\ﬁrpruduktes

Gb=0 < G lb<a orthogonal b <>a senkrecht &

Sthate - AT 1= [B1F oo £ET)
phh o 2.3 = 17
Bew;eis- S - .__———-r“”L M;*j;
ué @' el = Ef = ol castr= 0 v &?bﬂi’bﬁnﬂvﬁ':o
N rann
= L= = ((U;(Ehptzé =b de=0
u YRR o ' ;””M o/ T_’_’
2F
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Skalarprodukt

. (L) wlt) oo i)on 2)

Darstellung in der Standard-

z 7 2 Basis. Es ist eine ONB,
[ae b Ortho-Normal-Basis,

b ' also senkrecht und Lange 1.
ite (ol 0 1) )Gl (XD

w i Sie kann man in der
“ B 6 dbply Fudek ) Cror.

Schule aus der
Kosinus-Def. des
Skalarproduktes

b Bty bk Bl A el
sad b O e oeih am oo

iTl= . . « , Allgemeine Definition
Lebretbenh 2% des die Standardform
' Skalarproduktes: herleiten.

n
i=1

d.bi=ay-by+ay-by+..+a,b, =Y a-b

SKalApROQUE dock
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Geometrische Deutung des Skalarproduktes

Das Skalarprodukt hangt
-2 " r Projektion des einen
- b s auf den anderen
b 3 men.

- Hat ein Vektor die
& Lange 1, dann ist das
5 Skalarprodukt die
S S 7 =21 Lange der Projektion
.ﬂ,'L = fﬁ-l“&s({ﬂ)(f = ]L{'!ﬁu('.&w\p des anderen

Vektors auf diesen.

AN
kloy 3

Physik: Kraftvektor mal Wegvektor =
Kraft in Wegrichtung mal Weg= durch die Kraft verrichtete Arbeit.
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Ebenendarstellung in Normalenform

n heiBt Normalenvektor.
,Normal“ ist ein anderes
Wort fiir ,senkrecht” oder

,orthogonal” .
Latein bzw. Griechisch

Nt (LEL3
a‘ni-/ll-z"é‘ =29

NX +n,Y +n 2= an
1x 4+ 22y + 22=39
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Zwei Ebenen in Normalenform
@X*ny&:j ,,,(gJ o efitht XJ:{':ZJ:J‘
o (P- B0 > Fopreas s a8
St

are:  X+2y423 =9 = w2 [Aasav)-22 ks

P> oYt =8 x=32-28 "22+3 .
x=~Cp -

Geben Sie zur Ubung auch je eine Parameterdarstellung der Ebenen an.
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Zwei Ebenen in Normalenform
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Warum heift diese Geradengleichung Normalenform?
ax+by=c Diesist die Normalenform der Geradengleichung.

Im Beispiel ist 4X+3y =-8 die Normalenform der Geraden
7:‘ -‘géc ""“L) Die Deutung ist ganz analog zu den Ebenen.

\ (%)

Ux+3y=24 +03
e+l y=%
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Abstand vom Ursprung

Abotmmet -@Fm‘@ Trn f‘nm

) o)) o e Gaceie berdinos 4=

dLv [
Aomsh it pa=t
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Zwei Ebenen in unterschiedlicher Darstellung
Lineare Algebra Zwei Ebenen in verschiedenen Darstellungen, Haftendorn 2012
Ebene 1 ebl:=x+3:)+z=0 *» x+3 1+z=0 Ebene in Hessescher Normalenform

3 1 2 A2 ut3
Ebene 2 eb2:=| SR e 2 2w Ebene in Parameterdarstellung
2 1 0 2

In der TI-Datei ist beschrieben,
wie man diese Zeichnungen
erstellt.

Die Gleichung von Ebene 1 16st :
man nach z auf, die andere gibt Z '\ L =y
man direkt als Parameterdarstellung
ein.
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Zwei Ebenen in unterschiedlicher Darstellung

Schnittgerade der beiden Ebenen:

HI2ut3 x X=t+2 ut3
ebl » x+3 y+z=0 eb2 » =2 u-1 gli= v =eb2 * y=t-2 u-1
=2 x=3y “X=3 y=H2

ehiflo »

Seine Losung lo in Ebene 2 verwendet ergibt die Schnittgerade
direkt in Parameterform.
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Umwandlung von Ebenengleichungen
Umrechnung von Ebenen in verschiedenen Darstellungen, Haltendorn 2012

Ebene 1 ebl:=x+2 piz=0 Ebene in Hessescher Normalenform
1

L .5,-,..
2 W

1

N
Ebene 2 eb2i=| | |4+
4]

2
JI ' l 3} Ebene in l"dmuvc‘ltnlmx!c]]uugl

Zeichnen der Ehenen und Schnittgerade sind im vorigen Froblem.
Aufgabe 1 Hessesche Nermalenform in Parameterdarstellung umwandeln.
Der Normalenwektor ist direkt ablesbar, ebi=n x4ny y4ne 2=d
L1431
Rz

=
nir

] man braucht nun mwei Vektoren v und w, die auf n senkrecht arshen.
s

-
a| undws= infrage,

e

emn Vorschlag wst: v:=l o

o
J , als Aufpunkt kommt ap-=|

-1y

2la oo

wenn (0.8.d.A) », nicht 0ist
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Umwandlung von Ebenengleichungen

a
= rued

Sie erfullen dulP|:|1.v:| 0, :lulFl:u.w] =0 und eblr=0and y=0and =
Damit nimmt man den Durchstolpunkt der Ebene durch die z-Achse aus Aufpunkt.

i

Fine Kompenente von n st sicher unglelch 0, sonet ware nkein Mormalervekrar,

n 1
}- 2 eblp:=!'l0}‘|r'
L -1

Aulgabe 2 Parameterdarstellung in Hessesche Normalenform wnwandeln

3 [1 2 L a e we -
ebZi=| ) |y e | o]t | allgemein kbp:= B M |
2 a 2 | E e w|

1
Man braucht einen Vekter, der auf beiden Richiungvektoren senkrecht steht,

ebl » v 3zl n1:=[

1

Den kann man aus einen Gleichungssystem finden oder durch das Kreuzpodukt,
S.u. Wenn man einen solchen hal, er heille np, dann kann man die Hessesche
Mormalenform mit d.otl‘l:p.np)=d.ot1‘fsz,np} finden.
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Das Kreuzprodukt von Vektoren, Vektorprodukt

Definition: Im R¥ist das Kreuzprodukt k - auch Vektorprodukt genannt - zweier

wektoren v und w definiert durch

i
- (2

ki=crossF|

e W

Wowet W
= ’ ety we|  ¥ON Hand schreibt man eine Hiltszeile

W=y W

Vo, =
, o S

G- 0)
-
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M1
Froben dotf||
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Umwandlung von Ebenengleichungen Basis und Dimension

. l 37 || Hier wird Folie 37 fortgefiihrt
4] |4 3

L 3 (VR,+)z, V,€VR, o, e R,neN
Die Hessesche Normalenform ist 2- w42 y-4 .'—c.\‘.l'l'az_ﬂpz] "3 k2 pedez=ed
oder x+y=2 72-2 * x#y=2- 2 :

Der Normalemsektor ist also im Beispiel np2:= _

der Aufpunkt a2:=|

M = {Vl,---,Vn} Sei eine linear unabhéngige Menge von Vektoren.
Algemein: k : n ; it Skalarprodukt, AmT Dann ist auch jede Teilmenge U von M eine linear unabhédngige Menge.

Z <
dm_,."k[*] dm%"k [ Wenn M eine maximale linear unabhdngige Menge in VR ist,
t l ' f | d. h. wenn durch Hinzufligen eines Vektors immer eine
Das Islehr ja nu'.l.\r s0 ubersichilich aus. Darum lohnen sich die ‘,(hreuhweisel; der lingaren linear abhanglge Menge entStehtr dann heift M eine Basis von VR
Algebra | Mit den Vektoren einer Basis kann man also jeden anderen Vektor
aus VR als Linearkombination erhalten.

Die lineare Hiille einer Basis ist also der ganze VR.
Eine Basis spannt den ganzen VR auf.

Wird ein Vektor aus M herausgenommen, so wird VR nicht aufgespannt.
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DlmenSIOn eines Vektorraumes Beispiele fiir Vektorraume und ihre Basen
VR, +)z, v;eVR, oy eR,neN « M ={v} Die lineare Hiille vom M ist ein eindimensionaler Raum.
Satz: Alle Basen eine VR haben gleich viele Elemente. * [{v}] istinder geometrischen Deutung eine Gerade . Diese
N . . L . Deutung ist nur moglich, wenn die Vektoren aus
Def.: Die Dimension eines VR ist die Anzahl der Basiselemente. 1 2 3
) R*R* oder R
Beweis B={v,,...,v,} und C={w,..,W,,..W,}
seien zwei verschiedene Basen des VR.
Da B Basis ist, gibt es fiir W, eine LK mit den V; 0.B.d.A.sei a, #0

sind. Abstrakt sagt man ,linearer Unterraum”
Im Folgenden seien die genannten Vektoren linear unabhdngig.

o M ={v,W}, lineare Hiille vom M ist ein zweidimensionaler Raum.
. o [[{v,w}]ist eine Ebene in der geometrischen Deutung.
Dannist:v; = ?11W1 - Z:‘szz In allen LK der V; ersetzt manv,durch dieses v, Wi 8 e

e M={v,w, U}, lineare Hille vom M ist ein dreidimensionaler Raum.
B, = {W,,V,,...,V, | ist damit auch eine Basis. o [{v.w,u}]ist in geometrischen Deutung der R® .
Das kann man fortsetzen, bis man alle Basisvektoren V; ausge- 1 4
tauscht hat. B, = {Wl,WZ,...,W"} ist also eine Basis. (Basis-Austausch-Satz) 2 4
Dann ist aber C keine linear unabhangige Menge, die tiberzahligen v=| 0|w=| 0 u=|1 M ={v,w,u}
W1, Wo lassen sich durch die B, ={W,,W,,....W,} ausdriicken. _; _; _;

g.e.d.
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*Diese Vektoren spannen einen 3-dimensionalen Unterraum des R® auf.
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Beispiele fiir Vektorraume und ihre Basen

Basis und Dimension
p(x)=a,x" +a, X" +a, X2 +...+a,x> +ax +a,

Die Polynome bis zum Grad n bilden einen (n+1)-dimensionalen Lagrange Interp0|at|0n
Vektorraum VP,

VP hat die Standard-Basis

Warum ist auch L(x)=(x=3)(x-4)

Eine Basis? L(x)=(x-1)(x-4)

: ) B0

‘\\ TR / Linearkombination

ok Lt vas / PO =61, (0 + €l (%) + Cls ()

| i Aus P(X)=0 identisch 0, die x-Achse

. folgt....
) Jede Parabel und jede Gerade lasst sich durch ey

! Wahl der ci darstellen.
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Basis und Dimension
Alle Lagrange-Polynome haben an genau einer Stltzstelle keine
Nullstelle, wahrend sie an allen anderen Stltzstellen Nullstellen
haben.

tat[x)~[x=bpx) [x-cpx] » / lat(x) + [x-: cl: Hrp)' - *
lallapx|

— ~ L bpy 5
¥ |_'|'—ap:f,-[‘f—l‘|‘:.‘{ v Ferrig 1a2(x) » (x=4) [x-1) ©2: ——— r —
laZibpx| 2
f P v 1

fa3(x):={x-apxlix-tpx] * Fertig ladfx) » (x-2) [x-1) 3= By,
ladlepx] 2

Die Polynome lal, a2 und la3 sind linear unabhiingig, wie man sich eicht Uberlegt

Da es die Standandbasis [1. x .\'R] in diesem Wektorraum gibt, daher spannen
auch die drei Lagrange-Palynom diesen VP2 auf.

sie palx)

| . g x?
pa{x]:=c1 1a1|,.\-3|:2 1azi.\-,||:3 Ia![.\'] P i) - _\

Jedes sndere Folynom ist einen Linearkomination aus iboen.
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Basis und Dimension

Newton Interpolation

2 )=nellx

Flx)=nezx|

18.1

.91
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Basis und Dimension

neu':x]:=1 * P :1&1[.\') =X-apxX " m:l:.\':l =I:.\' apx}- :x b‘px:l =~ Fertig
utS[.\) =[.\—upx]' f.\—bpx] [.\—(‘p:f.:l ¥

pn[.\':l =l |1eU[x:Fc.;’- :191[.\')+{3 ne2|:_\']+.-.: m}[.\':l * Fertig

e

Das gesuchte Polynom muss eine Linearkombination der vier Newtonpolynome

sein. (Deren lineare Unabhangigkeit sishe unten)
Lineare Unabhangigkeit der Newtonpohynome

s?]vr{{ pn[ 1]

erzwingt dia triviale Lasung. das sisht man auch wen Hand ganz schnell,

wenn mann die Klammerform der Definition betrachtet,

puf1)=0 + c1=0

pn!:.'i:l 0 * cl+e3=0

pn':s:l=0 reltbd e 2412 e,

0 * e 46 e 2430 ¢

Basis und Dimension

Kubische Splines

” Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 69 ” ” Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitét Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 70 ”
Jedes Spline-Polynom ist einer Fiir einen kubischen Spline durch n+1 Punkte
an das Problem angepassten eigenen Basis dargestellt. braucht man n Spline-Polynome 3. Grades
Es ist bezogen auf seinen ,linken Nagel” definiert. * Sie haben 4*n Koeffizienten.
* Sie treffen ihren linken Nagel, n Bedingungen
Kubische Splines mit 4 Punkten « Sie treffen ihren rechten Nagel, n Bedingungen
Prof. Dr. Dérte Haftendorn 2012 Definition eines kubischen Spines, der durch 4 e An (n—1) inneren Négeln wird die Steigung Ubergeben
frei ziehbare Punkte verlauft. A=[1,2]; B=[3,5]; C=[4,3]; D=[6,4] Die Punkte (n-1) Bedi ’
kann man sich als N&gel vorstellen, durch die der Spline laufen soll. n e 'Ingungen" | ird di N iib b
. -
apxi=0 * 0 bpxi=3 * 3 epxi=6 * 6 dpx:=10 * 10 /('\: ir)] Iiil)c;?:ersn l:age n wird die Krimmung ibergeben,
apy:=0 "0 bpy=1-1 cpy=4-4 dpy"*é e gunge
Das Handwerk zum Punktesetzen und "zugfest’ machen ist auf Seite 2 des zweiten Problems . . PRI .
der Datel lagranga-ti s beschricben Um das entstehende Gleichungssystem eindeutig I6sen zu kénnen,
o] b0 breo { Y2eao | P r Durch (ap%, apy) Muss man noch Anfangs und Endbedingung hinzufigen.
X/ =aj X—apxHoc! X—apx, -\ X—apx, + Fertig . . T . =
P Py v v , P . ) Beim natiirlichen Spline wahlt man am ersten und letzten Nagel
P} =bpy+b 7 (x-bpxpee (x=bpx)?+d7 (x-bpx)* » #eriiz Durch (bpx, bpy) Krammung 0. Der Spline entspricht dann etwa der Form, die ein
p2lx)=epy+b 2 (x—cpxhre2 [x-epx)?+d2 (x-cpx)® - 7 Durch (cpx. cpy) elastischer Stab, der durch die Nagel gefiuhrt wird, einnimmt.
Damit erreicht jedes Polynom seinen "Startnagel”. Er hat dann minimale Biegeenergie.
” Pfpf. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 71 ” ” Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 72 ”

12



