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Seite: Definitionen von Halbgruppe und Gruppe

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a, b, c... bezeichnet.

Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.

Axiom G1 aobistaus M Abgeschlossenheit

Erfiillt (M,o0) dieses Axiom (Gesetz), dann ist (M,0) eine
Algebraische Struktur

Beispiele zum Uberlegen: Ist (M,0) eine algebraische Struktur? j/n

M={Die echt positiven natlrlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die negativen naturlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die geraden ganzen Zahlen}, o ist plus-rechnen

M={Die graden naturlichen Zahlen}, o ist mal-rechnen

M={Die ungeraden nattrlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die ungeraden ganzen Zahlen}, o ist mal-rechnen

M={Die Vielfachen von 5 Zahlen}, o ist ....... -rechnen

M={Die 2x2-Matrizen}, o ist plus-rechnen

M={Die Kongruenzabbildungen}, o ist hintereinanderausfiihren
10 Selber Beispiele suchen
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Seite: Definitionen von Halbgruppe und Gruppe

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a, b, c... bezeichnet.
Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.
Axiom G1 aobistaus M Abgeschlossenheit
Axiom G2 Fiirallea, b, caus M gilt (a o b)o c=ao(b oc) Assoziativitat
Erfillt (M,0) diese Axiome, dann ist (M,0) eine
Halbgruppe

Beispiele zum Uberlegen: Ist (M,0) eine Halbgruppe? j/n

1. M={Die echt positiven nattrlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
2. M={Die negativen naturlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
3. M={Die geraden ganzen Zahlen}, o ist plus-rechnen
Algebraische 4. M={Die geraden natlrlichen Zahlen}, o ist mal-rechnen
Strukturen
e Halbgruppe 6. M={Die ungeraden ganzen Zahlen}, o ist mal-rechnen
* Gruppe 7. M={Die Vielfachen von 5 Zahlen}, o ist ....... -rechnen
8. M-={Die 2x2-Matrizen}, o ist plus-rechnen
9. M={Kongruenzabbildungen}, o ist hintereinander ausfihren

10. Selber Beispiele suchen
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Seite: Definitionen von Halbgruppe und Gruppe

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a, b, c... bezeichnet.
Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.
Axiom G1 aobistaus M Abgeschlossenheit
Axiom G2 Fiir allea,b, caus M gilt (a 0 b)o c=a o(b oc) Assoziativitat
Axiom G3 Es existiert ein Element e in M, so dass fiir alle a aus M gilt
eoa=aund aoe =a e heild neutrales Element (inslement, Nullelement)
Erfiillt (M,0) diese Axiome (Gesetz), dann ist (M,0) eine

Halbgruppe mit neutralem Element (Monoid)

Beispiele zum Uberlegen: Ist (M,0) eine Halbruppe mit Null oder Eins?j/n

M={Die echt positiven natlirlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die negativen natirlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die geraden ganzen Zahlen}, o ist plus-rechnen

M={Die graden naturlichen Zahlen}, o ist mal-rechnen

SIS

M={Die ungeraden ganzen Zahlen}, o ist mal-rechnen
M={Die Vielfachen von 5 Zahlen}, o ist ....... -rechnen

M={Die 2x2-Matrizen}, o ist plus-rechnen
M={Kongruenzabbildungen}, o ist hintereinander ausfihren
10 Selber Beispiele suchen
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Seite: Definitionen von Halbgruppe und Gruppe

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a, b, c... bezeichnet.
Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.

Erfiillt (M,0) die Axiome einer Halbgruppe mit neutralem Element e
und gilt

Axiom G4 Zu jedem a aus M existiert ein a‘ in M mit der Eigenschaft
aoa’=eunda‘oa=e.Esistdann a‘’das Inverse (Element) zu a.

Ist auch G4 erfiillt, dann hei8t (M,0) eine Gruppe

Beispiele zum Uberlegen: Ist (M,0) eine Gruppe? j/n
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6. M={Die ungeraden ganzen Zahlen}, o ist mal-rechnen

8. M={Die 2x2-Matrizen}, o ist plus-rechnen
9. M={Kongruenzabbildungen}, o ist hintereinander ausfihren
10. Selber Beispiele suchen
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Seite: Definitionen von Halbgruppe und Gruppe

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a,b,c... bezeichnet.
Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.
Erfiillt (M,0) die Axiome einer Halbgruppe oder einer Gruppe
und gilt

Axiom G5 Fiirallea,b ausM gilt a ob=boa,

Dannist (M,0) eine kommutative Halbgruppe, bzw. Gruppe
Abelsche Halbgruppe bzw. abelsche Gruppe

Beispiele zum Uberlegen: Ist (M,0) eine abelsche Gruppe? j/n

9. M={Kongruenzabbildungen}, o ist hintereinander ausfihren
10. M={Die ganzen Zahlen}=Z, o ist plus-rechnen

11. M={Die echt positiven Bruchzahlen}, , o ist mal-rechnen

12. M={ a+b+/2 mit a, b aus Q}, o ist plus-rechnen

13. M={a+b+/2 mita, b aus Q}, o ist mal-rechnen
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Seite: Definitionen von Halbring, Ring, Korper

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a, b, c... bezeichnet.
Es ist eine Verkniipfung ,,+" unter diesen Elementen erklart.
Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.
Axiom D Fiirallea,b,caus Mgilt ao(b+c)=aob+aoc Distributivgesetz
Erfiillt (M,+) die Axiome einer Halbgruppe
Erfillt (M,0) die Axiome einer Halbgruppe und gilt dazu Axiom D,

Dann ist (M,+,0) ein Halbring.
Ist (M,+) abelsche Gruppe, dann ist (M,+,0) ein Rlng
Ist im Ring (M,+,0) auch (M,0) abelsche Gruppe, dann ist (M,+,0) K6rper

M={Die ganzen Zahlen}=7 , + ist plus-rechnen, o ist plus-rechnen

M={Die positiven Bruchzahlen mit 0}, + ist plus-rechnen, o ist mal-rechnen
M={ a+p2 mita, b aus Q}, o ist plus-rechnen Diese Menge heifit: (

M={ a+b~2 mit a, b aus Q}, o ist mal-rechnen Q adjunglert Wurzel 2 @ \6)
M={Die rationalen Zahlen}= @Q , plus und mal wie Gblich

M={Die reellen Zahlen}=R , plus und mal wie Ublich

oOuewWNE
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Seite: Definitionen von Halbring, Ring, Korper
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M={Die ganzen Zahlen}=7 , + ist plus-rechnen, o ist plus-rechnen

M={Die positiven Bruchzahlen mit 0}, + ist plus-rechnen, o ist mal-rechnen
M={ a+p2 mita, b aus Q}, o ist plus-rechnen Diese Menge heifit: (

M={ a+b~2 mit a, b aus Q}, o ist mal-rechnen Q adjunglert Wurzel 2 @ \6)
M={Die rationalen Zahlen}= @Q , plus und mal wie Gblich

M={Die reellen Zahlen}=R , plus und mal wie Ublich

oOuewWNE
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Seite: Definitionen von Halbgruppe und Gruppe

Es gibt eine Menge M. Die Elemente seien mit a, b, c... bezeichnet.

Es ist eine Verkniipfung ,,0" unter diesen Elementen erklart.

Axiom G1 aobistaus M Abgeschlossenheit

Erfiillt (M,o0) dieses Axiom (Gesetz), dann ist (M,0) eine
Algebraische Struktur

Beispiele zum Uberlegen: Ist (M,0) eine algebraische Struktur? j/n

M={Die echt positiven natlrlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die negativen naturlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die geraden ganzen Zahlen}, o ist plus-rechnen

M={Die graden naturlichen Zahlen}, o ist mal-rechnen

M={Die ungeraden nattrlichen Zahlen}, o ist plus-rechnen
M={Die ungeraden ganzen Zahlen}, o ist mal-rechnen

M={Die Vielfachen von 5 Zahlen}, o ist ....... -rechnen

M={Die 2x2-Matrizen}, o ist plus-rechnen

M={Die Kongruenzabbildungen}, o ist hintereinanderausfiihren
10 Selber Beispiele suchen
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Seite: Definition eines Vektorraumes

Es gibt eine Menge V. Die Elemente seien mitv, w, u, ... bezeichnet.
Es ist eine Verknuipfung ,,+" upnter diesen Elementen erklart.
(V,+) ist abelsche Gruppe
Es gibt einen Kérper K mit den Elementr, s, t ...2, [, 7,... MeististK=R
Es ist eine Verknuipfung zwischen K und V erklart, die man skalare
Multiplikation nennt. Es gilt a-v eV

Axiom (1) 1-v=v

Axiom A (a-B)-v= (,B-v )
Axiom D1 (a+ B)-v= + [V
Axiom D2 a-(V+W)=a-V+a-w
a
heiflt (V,+ k Vektorraum uber K, ( +)R ist VR iiber IR v
V2
Die Elemente von RxRx... xR=R" heiBen n-Tupel tiber R :
Man schreibt sie zeilenweise (Vl’ VeV n) oder spaltenweise
Die v, heiBen Komponenten. \Vn/
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Vom Punktraum zum Vektorraum

Der Zahlenstrahl R | die Kooerdinatenebene R x R

der3-D-Raum R xR xR =R’ sind Punktraume.

Sie sind durch reelle Zahle, Paare von Reelen Zahle und Tripel von reellen
Zahlen beschreibbar.
Inihnen lassen sich Pfeile definieren:

Der Pfeil Po hat als Komponenten die Differenzen den entsprechenden
Komponentenvon P und Q.

Zwischen den Pfeilen wird eine Aqgivalenzrelation definiert.
Zwei Pfeile heilen aquivalent, wenn sie an jedem Platz in ihrem
Komponenten libereinstimmen.
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Aquivalenzrelation

Definition: Aquivalenzrelation”
sei M = {ﬂ,b,{? ..... } . in der eine Relation = erklart ist.
A1 Refexivitat a=afiraleac M
A2 Symmetrie a=b=>b=a
A3Transitivitst d=b Ab=c=a=c

Eine Aquivalenzrelation teilt M in “Aquivalenzklassen™ ein, d.h. die untereinder dquivalenten Elemente
bilden eine Klasse, kein Element gehdrt zu zwei Klassen. man sagt die Klassen sind “disjunkt™, jedes
Element gendrt zu einer Klasse,

Aquivalenzrelationen dienen dazu, Objekte, die in einer Hinsicht
,gleichwertig” sind, zu identifizieren. (Das ist auch die Wortbedeutung.)
Weitere wichtige Anwendungen:
e Zwei Briiche, die durch Kiirzen oder Erweitern auseinander entstehen,
sind aquivalent, man schreibt sogar das =-Zeichen.
e Zwei Gleichungen, die dieselbe Losungsmenge haben sind aquivalent,
man schreibt <
o/wei Terme, die fur jede Wahl der Variablen gleiche Werte haben, sind aquivalent,
man schreibt das =-Zeichen:
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. Vektoren

*Pfeile gleicher Lange und Richtung sind

( mit obiger Definition) aquivalent
e Die Aquivalenzklassen nennt man (geometrische) Vektoren.
» Anmerkung: Dieser Name wird gerechtfertigt ,indem
spdter bewiesen wird, dass die Vekforraumgesetze
erfiillt werden.

 Man kann in den Punktraumen immer nur
einzelne Reprasentanten eines Vektors zeichnen.

* Man sagt auch:
Vektoren kann man frei verschieben

e Der ,Hauptreprasentant” ist oft ein Vektor mit
Startpunkt O.

* Vektoren kann man auch als n-Tupel beschreiben.

e Die Addition von Vektoren wird komponentenweise

definiert.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 13




Gerade in vektorieller Darstellung

gj,mo‘t A Vc"tf.ﬁ'ﬂ':((wja.r:ﬂaku? )b= a+Ssv MI i
3 0,¢ , :
a'=[g) V=%("f) =[".9 P?r M.pné?rl‘;.- LT&‘:A‘(‘M?:V!H'
:SC N Au_qunéf :é&,ﬁlﬁﬂ!ﬁdér
4
...... l’.
3 -U-
£ P

]D:: a +s Vv

Fir jede reelle Zahl s erhalt man einen
Geradenpunkt.
Jeder Geradenpunkt lasst sich durch ein
passendes s erreichen.

—— ————+— - /‘7 <
_E._EJ‘_ s M0is » 23\ P \/>
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Verschiedene Geradendarstellungen

Vektorielle Darstellung p =a+sv oder p=a+sv

(1) +s- 5[%‘)

KCLT {'ES';.:‘:A‘! Dkrs'f'c'((uh%.
@ [y=F(x*2|  slhemer y=F(x-a,)*a,

Hﬁﬂdek _pz.araml-!ﬂv' P(M.s'k-[(ﬁpuq, —*—DA"M D
= [1 o,¢ A’-—*f"ﬁ(..: (-.JJ_."F"
An @ y..-:Z-i" a"’{,\"-d) ""Z.-I--- )f-/!) qu/ca

Sfon dard forir

V:Z.*-gr—g- P-—.:g.-x+-3§}
/VWIIW/M 3"".;-)5 -y = _i }3

” x _,..3 y — - Z ; Diese Form ist in Osterreich sehr gebrauchlich.
Man kann in GeoGebra zwischen beiden umschalten.
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Viele Graden 7”@1%@)
T : 3

Siehe Ubungsblatt ’]DC(’%) +/\ (;(’)
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Viele Graden ?: (z)*t(g)

7AL T

Siehe Ubungsblatt P;(:/ +s (3?
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Geraden in 3D (also im R3).
p=a+sS-v Diesistdie allgemeine Geradengleichung.

/al\ (Vl\
p=|a, |+s|Vv,| mit a,v.,seR
\a?,) KV3)
(1) [~
p=|2|+S| 3
3) (1)
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Schnitt zweier Geraden ?, N

.t. '
) 3 ~1t=3  JDADM) 6-123 LA
§ —lt=A g,/'lhzﬂs A Wid.

Das LGS hat keine Losung, die Geraden schneiden sich nicht. g und h sind windschief
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Schnitt zweier Geraden 3_ /\_‘g

Allgemeines Vorgehen beim Schnitt von zwei Geraden:

o . 1) (=2 2\ (=2
1. Die Richtungsvektorensind parallel. 0: p=|2]ss 3| hip=| 5|+t 2
D.h. Es existiert ein Faktor fur den einenso, |3/ |1 2 2

dass der andere herauskommt: Die Geraden sind parallel.

a) Der eine Aufpunkt liegt auf der anderen Geraden: Die "’)
Geraden fallen zusammen. -

b) Der eine Aufpunkt liegt nicht auf der anderen Geraden: Die
Geraden sind parallel und getrennt liegend. (echt parallel)gl“l

2. Die Richtungsvektoren sind nicht parallel. Berechnung: Rechte

Seiten gleichsetzen. Aus zwei Gleichungen s und t bestimmen. in

die dritte einsetzen.

a) Es ergibt sich eine wahre Aussage (w.A.): Die Geraden haben
den Schnittpunkt, der sich aus s und t ergibt. 3 Nh=§

b) Es ergibt sich eine falsche Aussage (f.A.): Die Geraden sin

windschief. g,ff/, N 3. ] h =
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Gradenin 3D

—_——— —  —
Geraden 3D i

1 2 3 -1 3 1 1 4
8= [t |-g| W=[gfts|-1| k=[] d=| ot 4
-1 4 3 -1 3 2 1 4
sc::lvelig=hj{r;5}) =1 and s=0 sc::-lve(g=kj{rjf}) - .?'=1 and = _5
4 2
-le2-2
smlve(h=kj{fjs}) + false sx::lve(h:djfjs) »[= (c ) and s=c2
-
3 3 1 2 -3 2 1
gr=1"1g| his=0* || 8gr=—*|5| Klt=— *>|4| solve|| 5 =hs| »s=2
i i 4 — 2 —
3 3 3 7 1

dies sind der Schnittpunkt von g und h und der Schnittpunkt von g und k. hund k sind nicht parallel:
-1-7/=1 und -1-7/=2 istnicht gleichzeitig erfllloar.Da sie aulferdem keinen gemeinsamen Punkt
haben, sind sie windschief. h und d sind parallel und zusammenfallend, denn s ist frei wahlbar, t
folgt dann. Alternativ ist mit s=2 ad auf der Geraden h.

i
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Gradenin 3D

Geraden 3D
3 1 2 -1 1 1
8= 7|1 h:= olts |1 k= e
-1 1 3 -1 0 2
sx::lve(g:hj ?15}) » false Sx::lve(g:kj{rjs}) » false sx::lve(h:kj{fs}) » 5=-1 and =2

Ersichtlich sind g und h parallel, denn —vg=vh, da es auldderdem keinen gemeinsamen
Punkt gibt, sind sie parallel und getrennt liegend (echt parallel}.

g und k sind nicht parallel: 1- /=1 und -1 /~=1 ist nicht gleichzeitig erfullbar.

Da sie aulierdem keinen gemeinsamen Punkt haben, sind sie windschief,
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Gradenin 3D

Geraden 3D
1 6 3 -1 3 1
8=t |- h:= olts |-1 k= 3t |
-1 4 3 2 3 -2
1
sx::lve(g=hj{rjs}) » r=— and s=-1 sx::lve(g=kj{rjf}) + false sx::lve(h=kj{fjs}jl + false
2
1 |4 & .
gr=—*[y| hls=1+|,| diesistder Schnittpunktvon g undh.
2
1 1

Ersichtlich sind k und h parallel, denn —vk=vh, da es auléerdem keinen gemeinsamen
Punkt gibt, sind sie parallel und getrennt liegend (echt parallel).
g und k sind nicht parallel; & /=1 und -2: /=1 Ist nicht gleichzeitig erfullbar.

Da sie auléerdem keinen gemeinsamen Punkt haben, sind sie windschief.
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems
Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Universitat Lineburg, Mathematik Lehramt  24. Juni 2006

Lo eans %Wtfoo—f/m 43 y

% Lt =3y +2 2 -'—'-43 T
& -x —-2.; +4 & = 92 ‘EVMM
X MWWW
@MO% O ~#y +482 = — i  4¢
@+2@ y 2 2= A1 2 hamatl
Mrmm
@+ YZIED O +40 2= 420 |40 ALt A Lyt
) NG 2 =3
mg(n_ﬂ oy, ) = =23+ /“?%4
y=56 o
w01 Gls. T, an® :); jy-—-‘/&-]—B-—és _Y.343 .gj’g

Pdf bei Algebra/ Gleichungen
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

W' Lo gas‘ 4

-ZXH y =202 =-22
@ Fx d2y+ 2= 34
@ Sx+ey-112= 9

}/ M;W'rww
g-sg: —23% + 0 =232 = —M5
~4{2)= ~23x +0 -23%== —yi ,
x elowim. @ 4 o =0 @ Aewme //agﬂa,(é
Z M/ﬁ'f, e -2 + & W@Wﬁ—/
Q) 2y=—Fx —2+31 Loxz,mg,
2z £+F2 -3 —2 434 Xz = +4
Ly= G2 — 4 V=32 -2

\7 - 2 A 2

Pdf bei Algebra/ Gleichungen
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

Lineare Algebra Gleichungssystem 2D mit Matrizen  (Ha 2010)
all al2|.|all a32|

a2l a22 21 a22

Diese Definition ist nun im ganzen "Problem" bekannt. Es ist nicht nétig, sie im Caculator

aa.=

nochmal vorzunehmen.

bx|sby » |Dx| st der gesuchte Vektor und die rechte Seite ist | ¢X
by
Dann ist das Gleichungssystem aa: bv=ev » |@11" bxtal2: by=cx

e ey, b
7 7 J— 1]
az2 bx+alZ by=cy
. e

1'|1'
o

“lalZ cy—aZ2 -:‘.'f) ) ]
and by=
all g22—agl2 a2l all ag22-agl2 a2l

Die Losung: solve(aa- bv=cvj{bxjf:ly}) > bx=

Man sieht, dass die Losung auf diese Weise nur existiert, wenn der Nenner der Briche nicht
Null ist, Darum bekommt dieser Nenner den Namen

Determinante det(aa) » 077 a22-a12' a21A.
Hier sind die Variablen nicht belegt, dieses "Problem" ist also fur die Theorie

zustandig. Fur konkrete Beipiele mache man sich in dieser Datei eine neues "Problem”, hier
2 auf. Es folgt Seite —=2-

*.tns bei Lin.Alg.
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

. . )
Gleichungssysteme Seite —2-
122 -ql2
Im konkreten Fall kann man auch aa™! »| @11 a22-a12 @21 all a22-al2 a2l |. bilden,
-a21 all o
all az22—alz2 a2l all aqz22-aglz2 a2l
(12 cy-a22 cx)
die inverse Matrix, falls sie existiert, mit aa L ev » | @71 a22-a12 a21|. hat man die
all cy—a2l ex |
all a22-aql2 a2l
L&sung.
Man kénnte dieses den "algebraischen Weg" nennen.
Es ware nun heute Unsinn, soeine Formel zu lernen, denn dann kannn man es gleich wvom
CAS lésen lassen. Also: entweder ganz won Hand —was mitunter sehr fix geht— oder mit
CAS,
Ubrigens lgsen der Computer die linearen Gleichnungssysteme genau mit diesem Prinzip.
(Zumindest wenn eine eindeutige Losung existiert.)
Auch die GTR kénnen das heute,
| z

*.tns bei Lin.Alg.
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

_________________________________ A
Es folgt Seite —3— mit den anderen Fallen, die beim Losen auftreten kénnen.
Die Lésung ist ein 2D—Punkt, wenn beide Geraden sich schneiden. Siehe Seite —1—- und —2-.
Wenn beide Geraden parallel sind, dann gilt in der Darstellung
aa bv=ev » |@11 bxtal2 by=cx

a2l bx+a22 by=cy
k aa[l]:aa[z] . [‘i’ all=a2l k a:.?:a.?.?], also: die zweite Zeile von aa ist das k—fache der
ersten Zeile von aa. Dann ist aa3:=| all  al2 |+ | all  al2 | ynddetlaa3) » 0/

kall kal2 kall kal2
Wenn jetzt auch noch gilt ev3:=| ¢X | »| ¢X | fallen die parallelen Geraden zusammen.
Kk cx kcx
Anderenfalls folgt ein Widerspruch des Typs 0=Zahl mit einer nicht verschwindenden Zahl.
Dann sind die parallelen Geraden getrennt.
Dieses kann man nur von Hand oder konkret untersuchen
i

*.tns bei Lin.Alg.
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

—
r =
aa:=|1 2 1 2]
3 4 3 4
bv:=-bx L evi=| ] -1]
by 2 2
glsi=aa' bv=cv bx+2- by=-1 -
3 bxt+d by=2)
! /s, bx, by -5
solvelgls {bxy )] bx=4 and by=—
2
r.:let(aa) -2
cm_l -2 01
21
2 2|
aa_l- v 4
el
2 -
©Dieselbe Losung mit der Inversen Matrix erzeugt.
™
7/99

*.tns bei Lin.Alg.
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

|
©Die besonderen Losungsmengen M
qas=|1 2 1 2]
-3 -6 -3 -6
aa3: bv=cv bx+2 by=-1 -
-3 bx—6 by=2
solve(aaj’- bv=cv, { bx, .E:ly}) false
©Dies sind also zwei Geraden, die parallel sind und getrennt liegen,
cv3i=| X cx |
3 cx 3 cx|
aa3: bv=cv3 bx+2: by=cx -
-3 bx—6 by=3" cx|
©NMan sieht schon, dass die zweite Zeile insgeamt das 3—fache der ersten ist.
solve(aaﬂ- bv:cvij{bxj by}) bx=-2- €3 and by=c3 and cx=0
©Eine Freiheit bleibt drin, Losung ist die ganze Gerade aus der ersten Zeile,
|
™
10/99

*.tns bei Lin.Alg.
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Erzeugen eines LGS, linearen Gleichungssystems

Gleichungssysteme erzeugen, die dann ldsbar sind

1 2 -1 2 X

aa=|, _, 1 |gewlnschte Lésunglo:=|_;| allg. Lésungsvektor Pi=y,
1 z

-2
bb:=aa' lo * 11

dies sichert die Lésbarkeit
8

rowDiml(aa) * 3 wenn hier 3 steht, ist das |Gls eindeutig losbar.

1 a

aa " bb *|_,
1

solve(aa: p=bb,x,};,zb » x=2 and y=-1 and z=1

ist auch eine Probe, Also
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Erzeugen eines LGS, linearen Gleichungssystems
Gleichungssysteme erzeugen, die dann ldsbar sind

1 3 -1 2 X
aa=|, ., 1 |gewinschte Losunglo:=|_,| allg. Losungsvektor P:=|,,
2 -1 3 1 z
18 -
7 35 35
1,02 -1 1 -
aa ~ == _— = | diessichert die Losbarkeit bbi=aa'lo » |4
7 7 7 g
, Loz
L ) 5 5 -
rowDim{aa) * 3 wenn hier 3 steht, ist das |Gls eindeutig losbar.
2 Mehrdeutige Losungen kann

aa 1 bb * -1 ist auch eine Probe. Also
man erhalten, wenn man

zwei Zeilen frei wahlt und die
dritte linear kombiniert.

1
solve(aa: p=bbe,y,zb » x=2 and y=-1 and z=1

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 32




Erzeugen eines LGS, linearen Gleichungssystems

Gleichungssystem erzeugen, [, /.. f.cpmwc

i (] i @  Rx+6y-202=-22
das.dann.eme ,,ve"rnunftlge - R ] e
1-dimensionale L6sung hat. @ Sx +ey -192 = 9

y@ :g —23x + D —232 = —ME
@ @= -—23>( +0 -232=—ys .
O =0 e //Mw

X o
2z At P M/fﬁm%wr
), 2y=—Fx —2+31 Losumg,
2z +F2-3L—2 434  X=—Z 44
Ly= G2 —4 y=32 -2

o tllienn ﬁﬂwﬁ/&t/ x—-g— =32 -2 aue =
%nfw,ﬁ,%/m am:éu?ﬁ:j 2H . Adoton uur"s(u/ 2H. O

Xy = 422 =M +AQ2 — 412 =202 —22 IMM«': z
Ix+2y =-F2+35 —Ut+62 = —2Z +34 o

D.. 3 ;( ot oee Servmmnze =D fane Var abe s

Ay ot 3200m reclty orie Lals, \%WW

Pdf bei Algebra/ Gleichungen
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Ebene in vektorieller Darstellung

ﬂk

)D = Q+-=< V+‘l'.'w
4*.ge°saw Fur alle reelle Zahl s und t erhalt man

einen Ebenenpunkt.
Jeder Ebenenpunkt lasst sich durch ein
passendes Paar s und t erreichen.

L o
P=0 +5 vitw

Neue Datei
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Ebene in Parameterform

<& *.geosave
Neue Datei W 1.( 2.0l
ArchimedesGeo3D I = 3,0 + s - 3,0 S -3.(
In mystudy 2,0 2,0 3,0
*
<& *.geosave

Ebene mit Geraden
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Losen eines LGS, linearen Gleichungssystems

1,0 A0 2.0
ArchimedesGeo3D g _ 30 | + s 3.0 4+t -3.(
In mystudy 2,0 2,0l 3,0
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Zentraler Begriff: Linear unabhangig

VR, +)p, V.eVR, . e R,ne N
n

Dann heilRt Z O[i . Vi eine Linearkombination der V,

i=1

Kann die Gleichung Zai Vo = O nur erfillt werden,
1=1

wenn alle & =0 sind, dann heiRen die V; linear unabhangig.

M = {Vl,...,vn} heillt dann linear unabhangige Menge in VR

[[vi,...,vn]]z{w |w=gai v, ER} 51

Die Menge |IVi ]]aller Linearkombinationen heif$t lineare Hiille der v,
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Priifen, ob eine Menge linear unabhangig ist.

6 Zeige, dab je zwei der folgenden drei Vektoren linear unabhangig sind und stelle jeden Vektor
als Linearkombination der beidan anderan dar.
2% 1 B
©) (ﬂ]'(ﬁ)'(ﬂ)

2 (373G o) (3)-(2) (2

T Untersuche die folgenden Vektoren auf Komplanaritat.

GEE (6 -06E Qe
GHI) » L) M) ~OEG

8 FUr welche Werte des Parameters a sind die folgenden Vektoren linear abhangig?
2\ (-1 [a a N [=2 a\ 1\ [ s 0\ /&*\ [0
@3. 3|13 @—1—.——2 gl1],{0].| 2 hylal,l 1],10
5 8 2 9 2a a 4 1 1 0 1

s

ke

) () () o(Teq6) 9k 2(3)-(%3)
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Teilverhaltnis-Aufgabe mit ,linear unabhan gig“.
a=0& b=0b

Teilverhaltnisaufgabe a=Anteil OF an OB
. = Anteil BE an BC C / - -
5 >
OF = :fi L 0S=1 OE [
—~ -+ 3
h=—pora OFZ042)

Qs :%b-dﬁ

OS wird sowohl mithilfe der einen Transversale FA
und der anderen Transversale OE ausgedruickt.
Beide Terme werden dann gleichgesetzt.

(a'+ b) ) Tsf

1y -4th b gf/éfff
7 -5t /’”> O Z)w ‘ot =2

Also: S teilt OE im Verhaltnis 2:3.

1 1[/ 3
2 — 7£ / -r' 0 /\ (Y—d-t 0 Also: S teilt FA im-Verhaltnis 2:3.
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Teilverhaltnis-
Al o caada
HUIgdUE ITHiL

ylinear
unabhangig”.

O =ab et FZ~¢4~:~£(
» Ao L 2 Jgé)—- o b +f[a ~4
La’ + LP = = - f"ﬂtlg)

C/‘( "sz 5—-?' @ (G&. — £ ac —-lrﬁé.

k—€ =0
(_f‘——-‘) o —*kx-—k}}’:—-ﬂ
__ ;{/«#Af»ﬁ’-
— SfMDEmWI(QIé [an-[:’) = a
K w=ee ZAM, &c+a
=L o= 5 T i
= A X ip
=% o T R '-_——f"" = tx:[fg
AP — & fes
=

e TS s e e L 2 =3
St mios Eeodar-ai: iuEaddids

e = - 2 4 OEnnfirh 23
5 al
et = <+3 S e 2:2
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Teilverhaltnis-Aufgabe mit , linear unabhangig”.

Uberlegen Sie, dass das gescherte Dreieck rechts dasselbe Problem 16st, wie das Dreieck links.
Fiir das Rechte Dreieck konnte man S auch mit analytischen Methoden Berechnen, also durch

Aufstellen von Geradengleichungen und Schnittpunktberechnung.
Versuchen Sie hier beide Methoden.
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Skalarprodukt
Lin. Alg: Skalarprodukt

Eine Herleitung, die erst eine Motivation dber die Langenberechnung im Raum
liefert. (Blatt 1).

k{

A
| [Ejl & l{.atlff kli = V&?“*Li'i'kﬁ
Vanuq(a; "%p’a&.kf" EJ. E=‘-‘ C: + C:‘ 3 Cf

" ramd prodkd’ F_—: Goby + Gy ty + Gy Py
G Shddar proat” € R
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\J\O(‘) lm/hd M Skalarprodukt

Q, ' (Gleisgerade ) (15 ) (" 2.40)
Gleis gebogen 8 2,70
Anschluss 1 _ 6,29
waren = | Weiche li Stlick = 5 Preise = 17.98
Weiche re 5 17,98
Weichen Antrieb 4 (12,98,
\ J
Kosten = Preise « Stiick Daflr nimmt man

Kosten := Preise « Stiick = das Skalarprodukt.

15-2,40+8-2,70+1-6,29+2-17,98+2-17,98+4-12,98
187,73
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Skalarprodukt

Gegeben ist ein Vektorraum VR tiber einem Korper K (hier K=R ) und eine
Basis B. Vektoren a und b haben Darstellung ihre Darstellung mit den
Komponenten a; und b, aus K bzgl. der Basis B.

Dann ist durch

a1 bl

= a2 b2

aeb=| " ."|=a,-b+a,-b+...+a,-b eK
a, ) \b

n n

ein Skalarprodukt definiert. Handelt es sich um den Korper der
reellen Zahlen, dann heiRt der VR nun euklidischer VR .

Dieses Skalarprodukt wird auch Standard-Skalarprodukt genannt.
Es erflllt die Axiome einer positiv-definiten Bilinearform.
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Bilinearform

Gegeben ist ein Vektorraum VR iiber einem Korper K .

Eine Abbildung f: VxV --> K, die also jedem Paar von Vektoren ein
Element aus K (z.B. eine reelle Zahl) zuordnet , so dass die
folgenden Eigenschaften gelten

f(u+v,w)=f(uw)+ f(v,w) f(u,v+w)=f(u,v)+ f(u,w)
f(r-v,w) =r-f(v,w) f(v,r-w) =r-f(v,w)

heiRt Bilinearform
Gilt dazu noch

f(v,w)="f(w,Vv)
heiRt die Funktion symmetrische Bilinearform .

Gilt dazu noch
vv=0: f(v,v)>0

heiRt die Funktion positiv definite Bilinearform .
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Positiv definite symmetrische Bilinearform

f(u+v,w)=f(uw)+ f(v,w) f(u,v+w)=f(u,v)+ f(u,w)
f(r-v,w) =r-f(v,w) f(v,r-w) =r-f(v,w)
f(v,w)="1(w,v) vv=0: f(v,v)>0

Das Standard-Skalarprodukt erflillt alle diese Gesetze.

f(v,w):=vew s.o.;alternative Schreibweisen V.W  <Vv,wW> U.a.

Alternative Namen: Punktprodukt, dot-product, inneres Produkt, euklidisches Produkt

Beweis:

Ul (V)] (M Auf diese Weise werden
Us(V +w) = uz - Vz + W2 =u-(v+w)++u- (v 4w ) = die ersten funf Gesetze
u, ) v ) W, direkt aus den reellen Zahlen
U (V) () (W Ubertragen.
U -V +U W, +...+U -V +U W, = L:jz . \:/2 + l:JZ . \:VZ Das letzte Gesetz bedeutet:
o T T w Vektorlange(nquadrat) ist

Positive (aulser Nullvektor)
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Skalarprodukt

7 sy

. T o (@-0).(2-F) Bhrebax
= @8 —1&b +b.b

P g —
Blatt 2 knupft daran die vekironelle Dastellung einer Lange an und stellt die
Forderungllll auf, dass sich das gesuchte Skalarprodukt wie ein tbliches Produkt

verhalten soll. Durch Vergleich mit dem Kosinussatz ergibt sich die tbliche
geometrische Definition des Skalarproduktes.
In unserem Aufbau ist der Algebrateil schon bewiesen und die (lila)

Kosinus-Aussage ist wegen des el.geometrischen Kosinussatzes eine Folgerung.
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Beweis:

Skalarprodukt

Skalarprodukt -2-

Blatt 3 sichert nochmal ab, dass die Langenberechnung mit der Schuldefinition
wie erwartet klappt.

Blatt 4 zeigt eine wesentliche Eigenschaft des Skalarproduktes

Gbh=0 < G| b < aorthogonal b <a senkrecht b

S thute a.b = [a-F[-cor £ET)
i) Poke i a?.f:: [Z1-1E] a0

T =3 | t
||'--:J-r.|--':"|'.lI - b

= lfrak" +ﬂ.;‘ + oy '

a -, 77 . =
EBelr s 27 lblwtr=0 v & bedbwti =

| y A v
-—_;)' Ab=0= Qaté‘cﬁm# = thx=0 -5 /\!b
= H”j"" lfl::!H'ﬁ @ O > —>
rf\"\b"‘c_ﬂg: w L [y "
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Skalarprodukt
Do o U o0 vinbim

- (::) M.(g) {} a?( ) Darstellung in der Standard-
i Z z Basis. Es ist eine ONB,
™) _ _ .
| Pt Ortho-Normal Ba5|s,“
also senkrecht und Lange 1.

q “(,U (ﬁ:—f‘

Sie kann man in der
"ﬂ;.". ullnr ﬂ‘.'t‘ IlLE (//J

Schule aus der
- o - .

by &8, ta b Bl e oLl Kosinus-Def. des

who Ao O bk el A Skalarproduktes

ﬂ"'w.} oo

. Allgemeine Definition
= Qb + + 5 .. .
0.0= abyr agbye aly ) ki des die Standardform
' Skalarproduktes: herleiten

1

E.gzzal by +ay by +...4+a, b, :Z; 14 - b;

skalarprodukt. docx
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Geometrische Deutung des Skalarproduktes

Das Skalarprodukt hangt
-2 - r Projektion des einen
= b s auf den anderen
b men.
Y

< - . ' Hat ein Vektor die
“”W"{ R Lange 1, dann ist das
Skalarprodukt die
N r RN ~ 2d e 9 Lange der Projektion
ﬂL = ,ﬂ- I “ol fm'f = ' l’) Ifé& 5"555;*}2}{;? des anderen

Vektors auf diesen.

Physik: Kraftvektor mal Wegvektor =
Kraft in Wegrichtung mal Weg= durch die Kraft verrichtete Arbeit.
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Ebenendarstellung in Normalenform
/
\

n heilst Normalenvektor.
,Normal“ ist ein anderes
Wort fir ,senkrecht” oder

,orthogonal” .

Latein bzw. Griechisch

A
28 a=1

y \
-(3)
7

g = AN+ 4'24'2'3 \
e N+ 216 =9

IXx + 2y + L z2=3
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Zwei Ebenen in Normalenform

QX%ZwZe,g n_[g_) a‘%‘/& ”i*"’”-’
Eo)(P-B)G)-0 = x-yrzz- 6 r3rm-s ¥ e=(i)
%méﬁm X+2y+22 =9

X=-2 [L‘{a M‘f)-Zz £

i \_—_)r -Y e =5 )f=3a 28 22+ 2
N +4z—-.=/ﬂf X=Cp-/9
= -4+

StbrwaFyprad— o= ( )—rs(_.)

Geben Sie zur Ubung auch je eine Parameterdarstellung der Ebenen an.
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Zwei Ebenen in Normalenform
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Warum heif3t diese Geradengleichung Normalenform?
ax+by=c Diesist die Normalenform der Geradengleichung.

Im Beispiel ist 4X+3y =-8 die Normalenform der Geraden
>/ = -é’f é< ""'Z,) Die Deutung ist ganz analog zu den Ebenen.

p= (%)

(p-E)3)=o
pli)=(a}()

X +3y=24% +0-3
Yy +3 y =%
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Abstand vom Ursprung

o o
'mj;zn Z_SP: f(f) JM,(/

f 3,',';‘— ; ‘;i: () /o.r/= A z,f,w, 9
i 0s[=
Astund oo [srnedin vrm Worpor i 108]= % |
V=0 so> (49+65)-6+ lH-4)(-4)(0+s)- 4 =0
o

—49
/Czsuj;hv ( ;q) ] ‘(’ff ) ) "q) s +Ms+S = AM1Y+52
A66 =1 . P"‘"‘-

dialie = 3
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Zwei Ebenen in unterschiedlicher Darstellung
Lineare Algebra Zwei Ebenen in verschiedenen Darstellungen, Haftendorn 2012

Ebene 1 ebl: —1:+3 }J—I—E 0 * x+3 y+z=0 Ebene in Hessescher Normalenform

E' 1 2 +2 .:+J'
Ebene 2 eb2:= e -5 " | =g y—1 | Ebene in Parameterdarstellung

| 2] | 1] 0] [ M2

In der TI-Datei ist beschrieben Mn} kA
‘ PR
wie man diese Zeichnungen ’%‘ﬂiﬂ%‘#ﬁ

erstellt.

-w'i" 11, L "
Die Gleichung von Ebene 1 |6st %};{%ﬁ%ﬁ%w b
man nach z auf, die andere gibt ##‘.ﬁ::;-{‘ W*‘ﬂ"ﬁ”& Y
man direkt als Parameterdarstellung \:"\“ i ﬂ;‘\\: i “\\"
: HHM:E
ein. IR Ht!‘“h# i
St # i
e
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Zwei Ebenen in unterschiedlicher Darstellung

Schnittgerade der beiden Ebenen:

] x| x=t+2- u+3 |
Eh]‘ g I+3I.1F+E=I:I Ehz g i—2 -1 gl:= }J =Eb2 " v=—2" u—-1
. M2 |-x—3 V] | ~x—3 y=r+2)

Es ergibt sich direkt ein Gleichungssystem.

2 (2] (5 +7) (7 +2)
ln:=sr31ve|igljfju,x) b f=—— and y=— and x=—
3 6 3
7y 2
) _T \ ‘
3 3 2y 2 “\“@\*N‘Hw
- — I-'F ___H- \\i’li::‘\ byt
ger:=eb2flo * y eblflo * ~—+z-—=0 \\\ \\iﬁ'&mﬁ@“m
3 3 W ’1"\\\:1*\\% \H@\‘\ Z'
4 2y H‘\wﬁ ¢ #w
- \H\\\\\W\H Ll
3 3 e

Seine Losung lo in Ebene 2 verwendet ergibt die Schnittgerade
direkt in Parameterform.
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Umwandlung von Ebenengleichungen

Umrechnung von Ebenen in verschiedenen Darstellungen, Haftendorn 2012

Ebene 1 ebl:=x+3' y+z=0 Ebene in Hessescher Normalenform

3 1 2
Ebene 2 eb2:= [Tt |1 [t¥ |-5| Ebene in Parameterdarstellung | \\\\‘\t\\:\\wﬂﬁ.
. it
2 1 0

W

- - o . Wy
Zeichnen der Ebenen und Schnittgerade sind im vorigen Problem ‘“\“

A, aey
e

‘\\\\ i
s
\\\\ \\\‘\“\ﬂ‘\
\ ,“\\
\ ‘ \ "'3.\

Aufgabe 1 Hessesche Normalenform in Parameterdarstellung umwandeln. 0 \\
.

Der Normalenvektor ist direkt ablesbar. eb:=n: x+my y+n- z=d

1x431
Hx
n:=|, | man braucht nun zwei Vektoren v und w, die auf n senkrecht stehen.
Mz |
0
Hz 0 0 .
ein Vorschlag ist: vi=| o | und wi=| |, als Aufpunkt kommt ap:= infrage,
- d
“Hx My -
L Hz -

wenn (0.B.d.A) n. nicht O ist,
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Umwandlung von Ebenengleichungen

d .
Sie erfiillen dr::tPICn,v) 0, dr:th(njw) » 0 und eb|x=0 and y=0 and z=— * true/d
Hz

Damit nimmt man den Durchstolspunkt der Ebene durch die z—Achse aus Aufpunkt.
Eine Komponente von nist sicher ungleich O, sonst ware n kein Mormalenvektor,

0 ] 1 0 t \t\‘\*t\“?“‘\\"‘\""'
ebl »x+2 y+z=0 nli=|5|* (5| eblp=t| ru|q]"

o
\\\\\
i

)

-- \

1| |1 - - =3y \‘\‘ i
; \\ \\‘ \

Aufgabe 2 Parameterdarstellung in Hessesche Normalenform umwandeln \\::\\“\\\ \m\*
s

3 1 2 2 ut+3 . a Vi Wi
eb2:= S L R P allgemein |ebp:= Bt W +u- W
2 1 W =+2 C Ve W

Man braucht einen ektor, der auf beiden Richtungvektoren senkrecht steht,
Den kann man aus einen Gleichungssystem finden oder durch das Kreuzpodukt.
S.u. Wenn man einen solchen hat, er heilée np, dann kann man die Hessesche

Normalenform mit dotB(p,np)=dotPla2,np] finden.
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Das Kreuzprodukt von Vektoren, Vektorprodukt

Definition: Im R?ist das Kreuzprodukt k — auch Vektorprodukt genannt — zweier

Velktoren v und w definiert durch:

Ve | | W Vit We—Vs W | | | |
k:=crossF 11 | I P ws wvon Hand schreibt man eine Hilfszeile
Ve | | we Vit Wy W
l“; u'l' VTWLVH
‘W X |[Wy | = Vi 4% Wy VIR VAR,
.lfi. wt VE {wh - b = M
Ve wy = W\ 1|2 2
Vo M o crossP 102 "1 2
1(]0 -4
A z \ |
11Y 2| =A% —0-2 _|¢
/1 0 Af-Q -4 - 4 ~Y
A Gk
1] 2 2] 2
Proben dotP 1bl 2 || =0 dotE||5]] 5] O
1]]-4 0][-4
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Umwandlung von Ebenengleichungen

2 2 3 3
Der Normalenvektor ist also im Beispiel np2:=| 5 | * | 5 | der Aufpunkt a2:=|_; | = |4
-4 -4 2 2

Die Hessesche Normalenform ist 2: x+2 y—4- z=dotPla2np2) * 2 x+2 y—4 z=-

oder x+y—2-z=-2 * x+y-2 z=-2

\ \ it

X a \

Allgemein: k- v =k || mit Skalarprodukt, AmT] “\\“ \\\\\\‘\\\\\\w
‘\ w
Z (A \ \\ \

\\ \\\\ \\ ‘\\\‘
\\M M
“ \\\ \\\\\\\n

X a
I i

dotP|k, y =dotP|(k, Bl " (w- W m) 1:+(1 W=V vr_)- 1,H—(1-:1-- Wh— Wy m-)- z bt
- - =q- (w- We— Ve vr_h)+fr (1-_—- WV We )+u (,-:1-- W m-)

Das sicht ja nicht so dbersichtlich aus. Darum lohnen sich die Schreibweisen der lincaren

Algebra.
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Basis und Dimension

37 | Hier wird Folie 37 fortgefihrt Wichtle

(VR,+)p, V.eVR, . e R,neN

M = {Vl,---,Vn} Sei eine linear unabhangige Menge von Vektoren.

Dann ist auch jede Teilmenge U von M eine linear unabhangige Menge.

Wenn M eine maximale linear unabhangige Menge in VR ist,
d. h. wenn durch Hinzufligen eines Vektors immer eine
linear abhangige Menge entsteht, dann heil3t M eine Basis von VR

Mit den Vektoren einer Basis kann man also jeden anderen Vektor
aus VR als Linearkombination erhalten.

Die lineare Hulle einer Basis ist also der ganze VR.
Eine Basis spannt den ganzen VR auf.

Wird ein Vektor aus M herausgenommen, so wird VR nicht aufgespannt.
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Dimension eines Vektorraumes

(VR,+)g, V. €VR, & e R,neN e

Satz: Alle Basen eine VR haben gleich viele Elemente.
Def.: Die Dimension eines VR ist die Anzahl der Basiselemente.
Beweis B={v,,..,v,} und C={w,..,w,,.w,}

seien zwei verschiedene Basen des VR.
Da B Basis ist, gibt es flir w, eine LK mit den V; 0.B.d.A.sei a, #0

. n .
Dannist:V; =+W, — >V, Inallen LK der V; ersetzt manV, durch dieses.
B, = {Wl,Vz,---,Vn} ist damit auch eine Basis.

Das kann man fortsetzen, bis man alle Basisvektoren V, ausge-
tauscht hat. B, = {Wl,W2 ooy Wn} ist also eine Basis. (Basis-Austausch-Satz)
Dann ist aber C keine linear unabhangige Menge, die Uberzahligen

Wo10-- W lassen sich durch die B, ={w,,W,,...,w, } ausdriicken.
g.e.d.
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Beispiele fur Vektorraume und ihre Basen
e M ={v} Die lineare Hille vom M ist ein eindimensionaler Raum.
* [{v}] istin der geometrischen Deutung eine Gerade . Diese
Deutung ist nur moéglich, wenn die Vektoren aus
R' R? oder R® sind. Abstrakt sagt man ,linearer Unterraum*

Im Folgenden seien die genannten Vektoren linear unabhdéngigq.

« M ={V,W}, lineare Hulle vom M ist ein zweidimensionaler Raum.
. [[{V,W}]] ist eine Ebene in der geometrischen Deutung.

« M ={v,w, U}, lineare Hille vom M ist ein dreidimensionaler Raum.

. [[{V,W, U}I ist in geometrischen Deutung der R .
1 0 1
2
v=| 0 |,w=]| 0 |,u=| 1], M ={v,w,u}
-1 -1 -1
3 3 3

Diese Vektoren spannen einen 3-dimensionalen Unterraum des R® auf.
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Beispiele fur Vektorraume und ihre Basen
p(x)=a x"+a X" +a X"’ +..+a,x* +ax +a,

Die Polynome bis zum Grad n bilden einen (n+1)-dimensionalen
Vektorraum VP..

VP hat die Standard-Basis

Warum ist auch ,(x) = (x=3)(x—4)

Eine Basis? l,(x) =(x-1)(x—4)

1,(X) = (x-1)(x-3)
Linearkombination

p(x) = ¢k (x) +C,l, () + C,l5(X)

Aus P(X)=0 identisch0, die x-Achse

2] Jede Parabel und jede Gerade lasst sich durch
‘ Wahl der ci darstellen.
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Basis und Dimension

Lagrange Interpolation

5,76 |

15.09

! 3-) Yoy +
Ziehe A B, C 3
Il Il Il Il Il Il ] ] ] x T

X
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Basis und Dimension

Alle Lagrange-Polynome haben an genau einer Stitzstelle keine
Nullstelle, wahrend sie an allen anderen Stutzstellen Nullstellen
haben.

lﬂl(I)!:(I—bpx)- (I—cpx) » Fertig lalﬂx) > (If—ﬁl:l' (:f—z) cl::i . 2
lal(ap:{) 3
ta2{e)~lx-apxl(x-cpx] » Fertg Ta2le) » (x-4) (x-1)  e2mBY . 5
laz(bp:{) 2
fas{e)=lx-ap)(x-bpx) » Ferdig 1a3le) » (-2 (c-1)  e3m— BV L
133((:;:-3:) 2

Die Polynome lal, 1a2 und 1a32 sind linear unabhangig, wie man sich eicht Giberlegt.

Da es die Standandbasis [1 X IE] in diesem Vektorraum gibt, daher spannen
auch die drei Lagrange—Polynom diesen VP2 auf,

-4-13 11
+7 x——

i~

-

'

pa(I):=c1- lal(x)+c2- laEI:I)+c3- 133(3:) > Fertig pa(x) i

(%)

Jedes andere Polynom ist einen Linearkomination aus ihnen.
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Basis und Dimension

Newton Interpolation

f2 (.) =nel fa)
f3f:f)=11&3f:f)

f 1(3:):11&0(3()
f5(:a:)=p11f:a:)|lu

—_— T ——,

et B LI S R
[ I ST,

-SIEIB b g g b

T 181

6.91 |
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Basis und Dimension

neﬂ(x):l » Fertiz  ne 1(3:):=x—apx » Fertig nez(x):(x—apx)- (I—bpl‘{j » Fertig
ne3(xj:=(x—apx)- Iix—bpx)- (I—cpx) » Fertiz

pn(le::r: I neﬂ(xj+c§- nel(x)ﬁ:j‘- neE(I)+r:4- 1123(3:) » Fertig

Das gesuchte Polynom muss eine Linearkombination der vier Newtonpolynome
sein. (Deren lineare Unabhangigkeit siehe unten)

Lineare Unabhangigkeit der Newtonpolynome

sr::lve({pn(1:|=DJpn(2)=Djpn(5)=Djpn(?)=ﬂ }J{r:i’lr:ﬁjr:ir:é})
» ¢1=0and ¢2=0 and ¢3=0 and c4=0

erzwingt die triviale Lasung. das sieht man auch won Hand ganz schnell,

wenn mann die Klammerform der Definition betrachtet.

-
=0
4=

=
=
—

Il
-]
L
i

(2)=0 » c1+c2=0
pnI:5:l=D rol+d o212 05=0
7]

pnl7 =0 * cI+6 c2430 c3+60 c4=0
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Basis und Dimension

Kubische Splines

| k
5.07 |
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Jedes Spline-Polynom ist einer
an das Problem angepassten eigenen Basis dargestellt.

Es ist bezogen auf seinen , linken Nagel” definiert.

Kubische Splines mit 4 Punkten

Prof. Dr. Dérte Haftendorn 2012 Definition eines kubischen Spines, der durch 4
frei ziehbare Punkte verlauft. A=[1,2]; B=[3,5]; C=[4,3]; D=[6,4] Die Punkte
kkann man sich als Nagel vorstellen, durch die der Spline laufen soll.

apx:=0 * 0 bpx:=3 *» 3 cpx:i=6 * & dpx:=10 * 10
apy:=0 0 bpy=1+1 cpy=4+4 dpy*6t

Das Handwerk zum Punktesetzen und "zugfest" machen ist auf Seite 2 des zweiten Froblems
der Datel lagrange-ti.tns beschrieben.

pOlx):=apy+b0' |x—apx)+c0- (I—ﬂp}i)g-i-tfﬂ" Iix—ap:{)f’ = Fertiz  Durch (apx, apy)

plix):=bpy+b 1 [x—bpx)+cI (I—bp:{)g+a’i’ : Iix—bp:{)f’ » Fertiz  Durch (bpx, bpy)

p2lx):=cpy+b2 [x—epx+c2: (I—cp:{)g+a’2- (I—cp:'{jlf:' = Fertiz  Durch (cpx, cpy)

Damit erreicht jedes Polynom seinen "Startnagel".
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Fiir einen kubischen Spline durch n+1 Punkte
braucht man n Spline-Polynome 3. Grades

 Sie haben 4*n Koeffizienten.

e Sie treffen ihren linken Nagel, n Bedingungen

e Sie treffen ihren rechten Nagel, n Bedingungen

e An (n-1) inneren Nageln wird die Steigung Gbergeben,
(n-1) Bedingungen

* An (n-1) inneren Nageln wird die Krimmung tUbergeben,
(n-1) Bedingungen

Um das entstehende Gleichungssystem eindeutig [6sen zu kénnen,
Muss man noch Anfangs und Endbedingung hinzufigen.

Beim naturlichen Spline wahlt man am ersten und letzten Nagel
Krimmung 0. Der Spline entspricht dann etwa der Form, die ein
elastischer Stab, der durch die Nagel gefihrt wird, einnimmt.

Er hat dann minimale Biegeenergie.
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