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Studiengang: Wirtschaftspädagogik und Berufliche Bildung in 
der Sozialpädagogik, darin Unterrichtsfach Mathematik 
 
Dieser Studiengang bereitet auf das Lehramt an Fachgymnasien vor und 
entspricht in den geforderten Abschlusskompetenzen dem gymnasialen Lehramt 
Mathematik.  
 

Die folgenden Ausführungen sind die Mitschrift und Mappe der 
Studentin Jana van der Marel 

im Jahr 2009, ihrem zweiten BA-Semester und erstem Mathematiksemester. 
 
Aus Anlass der bevorstehenden Pensionierung von Prof. Haftendorn ist diese 
Dokumentation von ihr selbst überarbeitet und mit Themen aus der Kohorte von 
2011 ergänzt worden. Es besteht ein ausführliches Lesezeichen-Verzeichnis  

 
Dadurch soll nachfolgenden Lehrenden eine solide 
Information zuteil werden und die Komilitonen 
können bei der Weiterführung von Analysis hierauf 
zurückgreifen.  
Es handelte sich um eine 5-SWS-Vorlesung mit 
integrierten Übungen.  

Zeitweise konnten wir eine Studentische Hilfskraft bei der Erarbeitung der 
Computerwerkzeuge ( GeoGebra und TI Nspire CAS) einsetzen.  
Der CAS-Handheld-Tschenrechner ist auch Klausuren erlaubt. Es kann hier 
deutlich werden, dass das Rechnen von Hand seinen Stellenwert hat, zum 
Bestehen einer Klausur aber nicht reicht (für  angehende Lehrer schon gar nicht). 
Auf der Website: www.mathematik-verstehen.de sind die interaktiven Dateien zu 
finden, die die Lehre ständig begleiten und zum Verständnis beitragen. 
Unten ist das „Lernheft“ der Studentin angefügt, es zeigt einen guten Überblick. 
Das Verständnis von Analysis wird von der Vorlesung „Mathematik für alle“ im 1. Sem. an der 
Leuphana schon vorbereitet. Dises kann man im Buch lesen: 
Dörte Haftendorn: Mathematik sehen und verstehen, Spektrum 2010 ISBN 978 8274 20044-2 
www.mathematik-sehen-und-verstehen.de  
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Chaos und Fraktale Logistische Parabel  Zwei Rekursionsdarstellungen 
Prof. Dr. Dörte Haftendorn www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt      Nov. 1996, Apr. 2005

Logistische Parabel 

1 1(1 )n n na r a a− −= ⋅ ⋅ −
( ) (1 )f x r x x= ⋅ ⋅ −

f   ist die Trägerfunktion für die rekursive
Folge an .
Die logistische Gleichung beschreibt
viele Vorgänge in Natur und Technik.
Insbesondere in der Biologie kann man
an  deuten als Bevölkerungszahl z.B.
einer Mäusepopulation in einem begrenz-
ten Lebensraum. Der Parameter r ist dann
aus Geburten- und Sterberate zusammen-
gesetzt, mit n ist die Zyklus-Zeit, etwa
Wochen, gemeint. Die logistische Glei-
chung sagt dann aus, dass die Bevölke-
rungszahl proportional ist zum Produkt
aus (momentaner) Bevölkerungszahl und
“Abstand” von der Bevölkerungsgrenze.

Wie sich die Folge verhält, wird rechts
auf zwei Arten dargestellt. Links ist  an
über  an-1 aufgetragen. Man nennt die
Darstellung auch Spinnwebverfahren,
Web-Darstellung, Phasendiagramm.
Man startet bei beliebigem  ao und
zeichnet immer abwechselnd senkrecht
zur Kurve und waagerecht zur Winkel-
halbierenden. 
Rechts sind die so zustandegekommenen
Bevölkerungszahlen über der Zeit n
aufgetragen.
Das Verhalten der Folge wird im
Wesentlichen von dem Parameter r
beeinflusst. 
Für 0<r#1 konvergiert die Folge gegen 0.
Für 1<r#3 konvergiert die Folge gegen
den rechten Schnittpunkt mit der Winkel-
halbierenden. Er ist dann anziehender
Fixpunkt. Das ist er nämlich genau so-
lange, wie die Steigung von f im
Schnittpunkt betragsmäßig kleiner ist als
1. Für r#1 schneidet die Parabel rechts nicht.
Für 3<r treten zuerst mehrere
Häufungspunkte auf, ab r=3,57 verhält
sich die Folge chaotisch.
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Chaos und Fraktale  Feigenbaum-Szenario bei der logistischen Parabel
Prof. Dr. Dörte Haftendorn www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt 21. Nov.1996, Apr. 05

Das Feigenbaum-Szenario
wurde von Mitchel Feigenbaum in den
70-iger Jahren zuerst untersucht.
Auf der Hochachse ist von oben nach
unten der Parameter r für die logistische
Gleichung in einem vorher gewählten
Bereich aufgetragen. Die Rechtsachse hat
x-Werte zwischen 0 und 1.
Für jedes r aus dem Bereich entsteht eine
Pixelzeile des Bildes. Es werden 100
Iterationen “m Dunkeln” gerechnet, für
die nächsten 100 Iterationen wird ein
Punkt in die Zeile gezeichnet. Wenn die
Folge für dieses r konvergiert, sieht man
nur das 200ste Pixel. 
Beim oberen Bild geht r von 2,9 (oben)
bis 4 (unten). Bei r=3 tritt die erste
Bifurkation auf. Man sieht für die nun
folgenden r das 199ste und 200ste Pixel.
Es liegen zwei Häufungswerte vor, bis r
auf 3,449489... angewachsen ist. 
Diesen genauen Wert für r kann man aus
den Schnitt-Steigungen der 2. Iterierten
von f gewinnen.
Es folgt eine Bifurkationskaskade, das
Verhältnis der r-Abstände konvergiert
gegen  eine mathematische universelle
Konstante, die Feigenbaum-Konstante
*=4,6692016091.... 
Der Eintritt ins Chaos erfolgt bei 
r=3,5699456... Das ist hier daran
sichtbar, dass die gezeichneten Pixel von
Nr. 101 bis 200 als breites Band sichtbar
werden.
In dem chaotischen Bereich gibt es aber
immer wieder Inseln der Ruhe. In ihnen
sind zunächst  wieder  wenige
Häufungspunkte zu sehen. Deren Zahl ist
nun aber keine reine Zweierpotenz mehr.
Dann folgt wieder eine Bifurka-
tionskaskade und erneuter Eintritt ins
Chaos.
Mathematisches Chaos ist gekennzeichnet durch Sensitivität in den Anfangsbedingungen: Zwei
beliebig dicht startende Punkte können im betrachteten Bereich beliebig weit auseinander wandern.
Mathematisches Chaos hat die Mischungseigenschaft: Zu zwei beliebigen offenen Intervalln I und J
kann man in J Punkte finden, die in I gestartet sind.
In mathematischem Chaos gibt es periodische Punkte und die “liegen dicht”.  Diese Eigenschaft ist mit
Computern nicht zu prüfen. Sie geht in der Rechenungenauigkeit unter.
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Seite, die ein Student für Afd erstellt hatte. Gutes Werkzeug für Feigenbaumdiagramm
und freie Zooms daraus ist unser lizensiertes Programm Turboplot. 
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Ing-math   Übungen zur Rekursion     Ueb.: -2- 
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg,           16. Januar 2006 

 
Aufgabe 3 zur Rekursion 

2( ) ( 2) 3f x r x= − − +  
Dies ist die Trägerfunktion einer rekursiv gegebenen 
Folge. Oben sind die Graphen für r=1, r=0,5, rechts r=2. 

a) Notieren Sie die Rekusionsformel für an . 
Berechnen Sie für r=1 und den Startwert a0=1 drei 
Folgenglieder und verfolgen Sie diese graphisch 
im linken oberen Bild. 

b) Entscheiden Sie welche Fixpunkte anziehend und 
welche abstoßend sind (nach Sicht und 
dranschreiben). Berechnen Sie bei einem der 
Beispiele die Fixpunkte und entscheiden Sie die 
vorige Frage rechnerisch. 

c) Markieren Sie beim rechten oberen Graphen auf 
der x-Achse Bereiche für Startwerte: 

a. bei denen die Folge sicher konvergiert 
b. bei denen die Folge sicher divergiert 

Markieren Sie die Tefferfälle. 
d)      d)  Markieren Sie beim rechten und beim 

obereb linken Graphen auf der x-Achse je zwei 
Bereiche für Startwerte: 

a. bei denen die Folge unklares Verhalten zeigt, Chaosbereich. 
b. bei denen die Folge gegen unendlich strebt. 

e) Erläutern Sie, wie das Feigenbaumdiagramm (rechts) 
zustande kommt Wie hängt die erste Bifurkation mit 
Ihren obigen Betrachtungen zusammen? 
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logistische-parabel-ti.docx 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de            5. April 2011 

 
Logistische Parabel (z.B.) und  Spinnwebgraphen 

 Für die Zeitdarstellung links braucht man die Liste art1, sie ist 
die Folge u1. In B1 wird =au1 eingetragen. in B2 kommt =f(B1) 
dieser Zellinhalt wird nach unten kopiert. (re-unt-Ecke das Plus 
erscheint, anfassen, nach untern ziehen). 
In C1 steht =b2, und das wird auch nach untern kopiert. 
Beim rechten Data-Plot ist art2 über art1 aufgetragen und 
„Punkte verbinden“ gewählt. 

Datei 
logistische-Parabel.tns 
 
Der TI Nspire hat keine 
eigene Möglichkeit 
Spinnwebgraphen zu 
zeichnen. Das konnten  TI92 
bzw. TI voyage seit 1995! 
Darum kann diese –oder die 
etwas allgemeinere Version- 
als Musterdatei dienen. 
Auf der Notes-Seite trägt 
man das eigene f ein. 
Beim Hantieren ist zu 
beachten: Als f1(x) ist die 
Trägerfunktion eingetragen, 
f2(x)=x, die Winkelhal-
bierende. 
Wenn man bei f3 rechte 
Maustaste-> Graphiktyp -> 
Folge->Folge wählt, 
sieht man, wie u1 
eingegeben ist, mit der 
Südtaste sieht man u2 als 
verschobene u1. 
Wieder re Maus-> 
Graphiktyp -> Folge-
>Eigene  erlaubt eine x-Liste 
und eine y-Liste, hier u1 und 
u2, eine Parameter-
darstellung für Folgen. 
Dann das nochmal und u1 
und u1 (Punkte auf der 
Wh!!!!!) 
Die Treppchen-Strecken 
sind dann mühsam von 
Hand eingefügt.  
Wenn man so eine Datei 
nun als Muster nimmt, muss 
man diese Arbeit nicht 
selber machen. 
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logistische-parabel-ti.docx 

 

 

 
 

Auf die Idee, die 
Iterierten zu 
untersuchen, kommt 
man durch Betrachtung 
des Feigenbaum-
diagramms. 
Nach der ersten 
Bifurkation haben die 
Folgen zwei 
Häufungswerte. Sie 
werden im Wechsel 
angenommen. Wenn 
man also nur jedes 
zweite Folgenglied 
betrachtet, hat man 
den einen 
Häufungswert als 
Grenzwert. Genau das 
tut man, wenn man die 
zweite Iterierte ansieht. 
sie hat also zwei 
anziehende Fixpunke, 
die „alten“ Fixpunkte 
sind anstoßend 
geworden. 
Wenn nun r weiter 
wächst wird die 
Steigung in diesen 
anziehenden 
Fixpunkten 
betragsmäßig auch 
größer,  bis sie wieder 
-1 erreicht. Dann 
ziehen auch diese 
Fixpunkte nicht mehr 
an. Nun gilt 
entsprechendes für die 
vierte Iterierte, dort 
kommen vier neue 
anziehende Fixpunkte 
dazu.  
Rechnerische 
Behandlung mit 
allgemeinem r ist nun 
kaum noch möglich. 
Aber man kann sie für 
feste r auf 
Schiebereglern noch 
recht genau erhunden. 
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Analysis und Sek I “Wachstum”   Logistische Parabel
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Uni Lüneburg, www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt 5. Juli  2004

Nutzen dieser Euklid-Dynageo-Datei:   
A. Erklärung der Treppchendarstellung (Spinnweb~).
B. Erkundung der Wirkung von q bei festem g. 
C. Erkundung der Wirkung von g bei festem q.
D. Bestätigung der links unten genannten Bedingungen für qg.
E. Überlegungen warum die Konvergenzbedingung so sein muss.
F. In Analysis kann diese Bedingung errechnet werden.
G. Überlegungen warum die Beschränktheitsbedingung so sein muss.
H. Diese Bedingung kann auch in der Sek I errechnet werden.(Ebenso die folgenden B.)
I. Erkundung einer Bedingung für monotones Wachstum der Folge.
J. Erkundung, wann die Folge gegen 0 strebt. 

Hinweise:
zu A) Wähle am x-Regler einen Startwert, hier 2, setze den freien Punkt x0 auf x_.(* Verfolge die
Striche zur Funktion, zur y-Achse, die graphische Spiegelung an der Wh, setze dort x1 hin. Setze
mit dem Regler x- auf x1.*) Wiederhole(*....*) mit x2,x3 ...
zu E) Die Steigung im Fixpunkt muss betragsmäßig kleiner 1 sein (siehe Vorübungen mit Geraden).
zu F) Die Ableitung der Trägerfunktion ist an der Stelle g auf -1 zu setzen. Daraus ist qg zu
bestimmen.
zu G) Der Bereich (grün) ist durch die Nullstelle bestimmt. Wenn der Scheitel der Parabel oben
hinauswandert, kommen Folgenglieder zustande, die auf der x-Achse rechts von der Nullstelle
liegen. Dann wird der nächtse Wert negativ und die Folge strebt gegen -unendlich
zu H) Die Nullstelle ist bei g+1/q  und die Scheitelstelle auf der Hälfte. Der Scheitelwert muss
kleiner als g+1/q sein.
zu I) Die Folge wächst ausschließlich, wenn die Steigung in G nicht negativ ist. 
zu J) Die Folge stebt gegen 0, wenn g<=0 ist.
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Heronverfahren für Quadratwurzeln (mit TI-voyage) 
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, 24. Oktober 2005 
 

Quadratstrahl 
 
 
 
Zahlenstrahl 
 
 

Vom Zahlenstrahl zum Quadratstrahl kommt man durch Quadrieren, Multiplizieren mit sich. 
Vom Quadratstrahl zum Zahlenstrahl kommt man durch Division durch die „Wurzel“,  
aber leider nur, wenn man sie schon weiß. 
Wenn man aber nun die Wurzel nicht weiß?  
Dann teilt man durch eine Näherungszahl.  
Ist die Näherungszahl K zu klein, kommt man zu groß aus. 
Ist die Näherungszahl G zu groß, kommt man zu klein aus. 
Also ist es eine brauchbare Idee, den Mittelwert zwischen 
der Näherungszahl und dem Quotienten 2/Näherungszahl 
zu nehmen. Haben die Näherungszahlen Nummern: 

0 1 2 1, , ,..., , ,.....n na a a a a− , dann nehmen wir also 
1

1

2

2

n
n

n

a
aa

−
−

+
= .  

In einer Eingabe-Zeile vom TI-Rechner sieht das dann folgendermaßen aus:    
u1(n)= (u1(n-1)+2/ u1(n-1))/2. 
Richte erstmal den Rechner ein: MODE   GRAPH   --> ....4:SEQENCE   ENTER 
      
              Und gib dann die Folge ein.  Es heißt ui1  für den Startwert (initial), gib eine Zahl ein. 

Richte mit                           
den Bereich 
ein. 
Sieh dir mit 
Den Graphen an. 

 
 Mit  F3 erscheint der Blinkepunkt, mit dem du mit der „West-
Taste“ von Folgenpunkt zu Folgenpunkt springen kannst.  

Mit der eingestellten Genauigkeit kommt kein 
noch besserer Wert. Bei MODE kann man dies 
verbessern. 

Mit               F7 AXES -->WEB  
Kannst du zur Spinnweb-Darstellung wechseln.  
Vorher noch im  „Window“ xmax auf 3 setzen.   
Wieder mit F3 schaltet man die „Spurverfolgung“ 
(TRACE) ein und erzeugt mit der „West-Taste“ Schritt für 
Schritt den Web-Graphen. Gezeichnet ist die 
Winkelhalbierende und die „Trägerfunktion“ der rekursiv 

definierten Folge  
2

( )
2

x
xy f x

+
= =  Mit                    , F1 Fomat 12, 

eröffnet man die Sicht auf die Werte, vorher Mode float 12. 
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www.mathematik-verstehen.de     Heronverfahren+Spinnwebdarstellung
Prof. Dr. Haftendorn 2008 /2011

heron-2011.tns 1 von: 1

Heronverfahren

1.1 1.2

1.3 1.4

1.5 1.6

Heron für Wurzel aus 2

2.1 2.2
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Folgen explizit mit TI-nspire 

 

 
 
Merke  
Explizite Folgen:       seq(Term(n),n, anfang, ende) 
oder zB in b1 eintragen term(a1) und nach unten kopieren 
Rekursive Folgen:  zum Beispiel in b1 den Startwert eintragen, in b2 dann 
=f(b1) eintragen und nach unten kopieren. f(x) muss dann der Term der 
Trägerfunktion sein. 
Gleichungen lösen:      solve({li1=re1,li2=re2},{a,b}) 
Wobei die Gleichungen a und b enthalten und man nach a und b auflösen will. 
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Russischer Zahlmeister    ---     ein hübsches Zahl-Problem  

 
Der russische Zahlmeister hat zwei schier unerschöpfliche 
Geldsäcke, einer enthält ausschließlich 8-Rubel-Münzen, der 
andere nur 13-Rubel-Münzen. Welche Geldbeträge kann er 
auszahlen, welche nicht? 
Zum Beispiel kann er 50 Rubel =3*     +   2*     auszahlen. 20 Rubel kann er 
sicher nicht auszahlen. Mathix behauptet, es gebe einen „Grenzbetrag“, von dem 
an jeder größere Betrag auszahlbar ist. Probieren Sie systematisch und notieren 
Sie passende Kombinationen. Finden Sie den „Grenzbetrag“ von Mathix oder 
wird es immer wieder nicht auszahlbare Beträge geben? 
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Teilbarkeitsaussagen und Vollständige Induktion 
 
 Definition: teilta,b : a b a | b k :a k b∈ ⇔ ⇔ ∃ ∈ ⋅ =  
 

Behauptung:  33n : | n n∀ −  
Beweis: Induktions-Verankerung (IV)   1 1 1 0 3 0 0 3 0n re , , | o.k.= = − = ⋅ =  

Induktions-Annahme:(IA) 3 3bis gilt 3 also k : 3 k =n : | n n, n n− ∃ ∈ ⋅ −  
Induktions –Ziel: 

3 3für 1 gilt 3 1 1 also : 3 = 1 1n : | ( n ) ( n ), r r ( n ) ( n )+ + − + ∃ ∈ ⋅ + − +  
Induktions-Schritt 1n n→ +  

3 3 2

3 2 2 2

rechte Seite 1 1 3 3 1 1

3 3 3 3
IA

( n ) ( n ) n n n n

n n ( n n ) k ( n n ) k n n
∈

= + − + = + + + − −

⎛ ⎞
= − + + = ⋅ + + = ⋅ + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Die Klammer ist also das r aus dem Ziel.  quod erat demonstrandum   q.e.d. 
 
Aufgaben 
Von den folgenden Aussagen sind einige richtig und einige falsch. Bei den 
richtigen wird Ihnen die Vollständige Induktion gelingen, bei den falschen klappt 
entweder die Verankerung nicht, während der Induktionsschritt gelingt, oder die 
Verankerung gelingt, aber der Induktionsschritt gelingt nicht.   
 
Zum Abgeben: jeder Typ einmal und der Beweis der allgemeinen Aussage. 
 
 
A    
 22 | n n+  

B     
 2 3 4n| +  

C  
   6 7 1n| −  

D

( )1 1n( a ) | a− −  

E 
11 12 1n| −  

F 
36 5| n n+  

G 
33 4| n n⋅ −  

H 
36 7| n n−  

 

J 
35 2 6| n n− +  

 

K 

18
10 4n ≡  

 
L 
Was gilt anstelle von K wirklich? 
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Aufgabe A            

Behauptung:    ׊n: 2 פ n2 ൅ n 

Induktionsverankerung: 

n ൌ 1; rechte Seite: 11 ൅ 1 ൌ 2  2 2 פ   ✓ o.k.    

n ൌ 2; rechte Seite: 21 ൅ 2 ൌ 4  2 4 פ   ✓ o.k. 

Induktionsannahme:    bis n gilt:  

   n2 ൅ n פ 2   ൏ൌ൐   ׌kגԳ:   2 ൉ k ൌ n2 ൅ n    

Induktionsziel:   für n ൅ 1 gilt: 

  :Գג*k׌   ሺn൅1ሻ2 ൅ ሺn൅1ሻ   ൏ൌ൐ פ 2 2 ൉ k* ൌ  ሺn൅1ሻ2 ൅ ሺn൅1ሻ   

Induktionsschritt:    n հ ሺn൅1ሻ 

Rechte Seite:  

ሺn൅1ሻ2 ൅ ሺn൅1ሻ   ൌ n2 ൅2n ൅1 ൅n൅1  

ൌ  n2 ൅ n  ൅ 2n ൅ 2 

ൌ 2 ൉ k ൅ 2n ൅ 2 ൌ 2 ሺ k ൅ n ൅ 1ሻ      ሺ k ൅ n ൅ 1ሻ ൌ k*גԳ  q.e.d.  

 

 

Aufgabe B 

Behauptung:        3n ൅ 4 פ n: 2׊

Induktionsverankerung: 

n ൌ 1; rechte Seite: 31 ൅ 4 ൌ 7  2 2 פ   falsch  

n ൌ 2; rechte Seite: 32 ൅ 4 ൌ 13  2 13 פ   falsch 

Induktionsannahme:      bis  n gilt:  

 3n ൅ 4 פ 2    ൏ൌ൐  ׌kגԳ:   2 ൉ k ൌ 3n ൅ 4 

Induktionsziel:     für  n ൅ 1 gilt: 

    3ሺn൅1ሻ ൅ 4 פ 2 ൏ൌ൐  ׌k*גԳ:   2 ൉ k* ൌ  3ሺn൅1ሻ ൅ 4   

Induktionsschritt:    n հ ሺn൅1ሻ 

Rechte Seite:  

3ሺn൅1ሻ ൅ 4   ൌ  ሺ3n ൉3ሻ ൅ 4 

ൌ  ሺ2 ൉ k – 4ሻ ൉ 3 ൅ 4 

ൌ 6 ൉ k – 12 ൅4 

ൌ6 ൉ k – 8   

ൌ 2 ሺ3 ൉ k ‐4ሻ    ሺ3൉ k ‐4ሻ ൌ k*גԳ  q.e.d.   
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Aufgabe C    ሺSpezialfall von Dሻ 

Aufgabe D 

Behauptung:        ሺan – 1ሻ פ n: ሺa – 1ሻ׊

Induktionsverankerung: 

n ൌ 1; rechte Seite:  ሺa1 ‐ 1ሻ ൌ ሺa – 1ሻ   ሺa – 1ሻ  פ ሺa – 1ሻ       ✓ o.k.   

n ൌ 2; rechte Seite: ሺa2 ‐ 1ሻ ൌ ሺa2 – 1ሻ   ሺa – 1ሻ פ ሺa2 – 1ሻ ✓ o.k.   

ሺa – 1ሻ ሺa ൅ 1ሻ ൌ ሺa2 ‐ 1ሻ 

Induktionsannahme:      bis  n gilt:  

ሺa – 1ሻ פ ሺan – 1ሻ     ൏ൌ൐  ׌kגԳ:   ሺa – 1ሻ  ൉ k ൌ ሺan – 1ሻ 

Induktionsziel:     für  n ൅ 1 gilt: 

ሺa – 1ሻ  פ ሺaሺn൅1ሻ – 1ሻ    ൏ൌ൐  ׌k*גԳ:   ሺa – 1ሻ   ൉ k* ൌ  ሺaሺn൅1ሻ – 1ሻ 

Induktionsschritt:    n հ ሺn൅1ሻ 

Rechte Seite:  

ሺaሺn൅1ሻ – 1ሻൌ  ሺan ൉aሻ ‐ 1 

ൌ  ሺሺa – 1ሻ  ൉ k ൅1 ሻ ൉a ‐1    ൌ    ሺak – k ൅1ሻ ൉a ‐1 

ൌ  a2 ൉k ‐ a൉k ൅ a ‐ 1 

ൌ ሺa – 1ሻ ሺka ൅ 1ሻ    ሺka ൅ 1ሻ ൌ k*גԳ  q.e.d.   

Aufgabe E    ሺSpezialfall von Dሻ 

Aufgabe F    

Behauptung:        n3 ൅ 5n פ n: 6׊

Induktionsverankerung: 

n ൌ 1; rechte Seite: 13 ൅ 5 ൉ 1 ൌ 6  6 6 פ     ✓ o.k.   

n ൌ 2; rechte Seite: 23 ൅ 5 ൉ 2 ൌ 18  6 18 פ ✓ o.k.  

Induktionsannahme:      bis  n gilt:  

 n3 ൅ 5n פ 6      ൏ൌ൐  ׌kגԳ:   6 ൉ k ൌ n3 ൅ 5n 

Induktionsziel:     für  n ൅ 1 gilt: 

 ሺn൅1ሻ3 ൅ 5 ሺn൅1ሻ פ 6 ൏ൌ൐  ׌k*גԳ:   6 ൉ k* ൌ  ሺn൅1ሻ3 ൅ 5 ሺn൅1ሻ 

Induktionsschritt:    n հ ሺn൅1ሻ 

Rechte Seite:  

ሺn൅1ሻ3 ൅ 5 ሺn൅1ሻ ൌ  n3 ൅ 3n2 ൅ 3n ൅ 1 ൅ 5n ൅ 5 

ൌ  n3൅ 5n ൅ 3n2 ൅ 3n ൅ 1 ൅ 5 

ൌ 6 ൉ k ൅ 3n2 ൅ 3n ൅ 6 

ൌ 6 ൉ k ൅ 3 ሺn2 ൅ n ൅ 2ሻ       
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ൌ 6 ሺk൅ ½ ሺn2 ൅ n ൅ 2ሻሻ  ሺk൅ ½ ሺn2 ൅ n ൅ 2ሻሻ ൌ k*גԳ  q.e.d.   

 

Aufgabe G    

Behauptung:        4n3 ‐ n פ n: 3׊

Induktionsverankerung: 

n ൌ 1; rechte Seite: 4 ൉ 13 ‐ 1 ൌ 3  3 3 פ      ✓ o.k.   

n ൌ 2; rechte Seite: 4 ൉ 23 ‐ 2 ൌ 30  3 30 פ  ✓ o.k.  

Induktionsannahme:      bis  n gilt:  

 4n3 ‐ n פ 3      ൏ൌ൐  ׌kגԳ:   3 ൉ k ൌ 4n3 ‐ n 

Induktionsziel:     für  n ൅ 1 gilt: 

 ൉ ሺn൅1ሻ3 ‐  ሺn൅1ሻ 4 פ 3 ൏ൌ൐   ׌k*גԳ:   3 ൉ k* ൌ  4 ൉ ሺn൅1ሻ3 ‐  ሺn൅1ሻ 

Induktionsschritt:    n հ ሺn൅1ሻ 

Rechte Seite:  

4 ൉ ሺn൅1ሻ3 ‐  ሺn൅1ሻ ൌ 4 ൉ ሺ n3 ൅ 3n2 ൅ 3n ൅ 1ሻ – ሺn ൅ 1ሻ 

ൌ  4 ൉ n3൅ 12n2 ൅ 12n ൅ 4 – n ൅ 1 

ൌ 4 ൉ n3 – n ൅ 12n2 ൅ 12n ൅ 3 

ൌ 3 ൉ k         ൅ 3 ሺ 4n2 ൅ 4n ൅ 1ሻ       

ൌ 3 ሺk ൅ 4n2 ൅ 4n ൅ 1ሻ  ሺk ൅ 4n2 ൅ 4n ൅ 1ሻ ൌ k*גԳ  q.e.d.   

 

Aufgabe H   

Behauptung:        n3 – 7n פ n: 6׊

Induktionsverankerung: 

n ൌ 1; rechte Seite: 13 ‐ 7൉ 1 ൌ ‐6  6 6 ‐ פ      ✓ o.k.   

n ൌ 2; rechte Seite: 23 ‐ 7൉ 2 ൌ ‐6  6 6 ‐ פ      ✓ o.k.  

Induktionsannahme:      bis  n gilt:  

 n3 – 7n פ 6    ൏ൌ൐  ׌kגԳ:   6 ൉ k ൌ n3 – 7n 

Induktionsziel:     für  n ൅ 1 gilt: 

 ሺn൅1ሻ3 ‐  7൉ ሺn൅1ሻ פ 6   ൏ൌ൐  ׌k*גԳ:   6 ൉ k* ൌ  ሺn൅1ሻ3 ‐  7൉ ሺn൅1ሻ 

Induktionsschritt:    n հ ሺn൅1ሻ 

Rechte Seite:  

ሺn൅1ሻ3 ‐  7൉ ሺn൅1ሻ ൌ  n3 ൅ 3n2 ൅ 3n ൅ 1 – 7n ‐ 7 

ൌ  n3 – 7n ൅ 3n2 ൅ 3n ൅ 1 ‐ 7 

ൌ 6 ൉ k ൅ 3n2 ൅ 3n – 6 ൌ  6 ൉ k         ൅ 3 ሺ n2 ൅ n ‐ 2ሻ 
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ൌ 6 ሺk ൅ ½ ሺ n2 ൅ n ‐ 2ሻ  ሺk ൅ ½ ሺ n2 ൅ n ‐ 2ሻ ൌ k*גԳ  q.e.d. 

Aufgabe J   

Behauptung:        n3 – 2n ൅ 6 פ n: 5׊

Induktionsverankerung: 

n ൌ 1; rechte Seite: 13 ‐ 2൉ 1 ൅ 6  ൌ 5  5 5 פ               ✓ o.k.   

n ൌ 2; rechte Seite: 23 ‐ 2൉ 2 ൅ 6  ൌ 10  5 10 פ           ✓ o.k.  

Induktionsannahme:      bis  n gilt:  

 n3 – 2n ൅ 6 פ 5    ൏ൌ൐  ׌kגԳ:   5 ൉ k ൌ n3 – 2n ൅ 6 

Induktionsziel:     für  n ൅ 1 gilt: 

 ሺn൅1ሻ3 ‐  2൉ ሺn൅1ሻ ൅ 6 פ 5 ൏ൌ൐   ׌k*גԳ:   5 ൉ k* ൌ  ሺn൅1ሻ3 ‐  2൉ ሺn൅1ሻ ൅ 6 

Induktionsschritt:    n հ ሺn൅1ሻ 

Rechte Seite:  

ሺn൅1ሻ3 ‐  2൉ ሺn൅1ሻ ൅ 6 ൌ  n3 ൅ 3n2 ൅ 3n ൅ 1 – 2n – 2 ൅ 6 

ൌ  n3 – 2n ൅ 6  ൅ 3n2 ൅ 3n ൅ 1 – 2 

ൌ 5 ൉ k            ൅ 3n2 ൅ 3n ‐ 1 

ൌ 5 ൉ k               ൅ 3 ሺ n2 ൅ n – 
ଵ

ଷ
 ሻ   

ൌ 5  ሺk ൅ 
ଷ

ହ
 ሺ n2 ൅ n – 

ଵ

ଷ
 ሻ  ሺk ൅ ½ ሺ n2 ൅ n ‐ 2ሻ ൌ k*בԳ   

 

Aufgabe H   

Behauptung:        4  18ؠ n: 10n׊
Induktionsverankerung: 

n ൌ 1; rechte Seite:  101 
ؠ
18  10    10 ≠ 4  

n ൌ 2; rechte Seite: 102 
ؠ
18  10     10 ≠ 4 

Also eine neue Behauptung:   ׊n: 10n 10  18ؠ 

Gleichzeitig als Induktionsannahme verwendet! 

Induktionsziel:     für  n ൅ 1 gilt: 

10ሺn൅1ሻ 
ؠ
18  10       

Induktionsschritt:    n հ ሺn൅1ሻ 

Rechte Seite:  

10ሺn൅1ሻ 
ؠ
18  10

n  ൉ 10  ൉ 10 10  18ؠ
ؠ
18  100 

ؠ
18  10   q.e.d. 
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folgen-explizit.doc 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de            2. April 2009/11 

 
Folgen explizit mit TI-nspire 

 

 
 
Merke  
Explizite Folgen:       seq(Term(n),n, anfang, ende) 
oder zB in b1 eintragen term(a1) und nach unten kopieren 
Rekursive Folgen:  zum Beispiel in b1 den Startwert eintragen, in b2 dann 
=f(b1) eintragen und nach unten kopieren. f(x) muss dann der Term der 
Trägerfunktion sein. 
Gleichungen lösen:      solve({li1=re1,li2=re2},{a,b}) 
Wobei die Gleichungen a und b enthalten und man nach a und b auflösen will. 
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Achtung, dies ist nur die Einführung am Rand der Tafel mit der Diskussion, ob die Zeichnung über den Rand hinaus geht. Das glauben nämlich viele Studis.
Dann Übelegungen mit der Geraden... sie folgen hier 7 Seiten weiter, (21.4.09)
Die Lernseite aus dem Web folgt jetzt gleich.
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Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de  14. Nov 2007 
                                         
Diese Visualisierung eignet sich sehr gut, das Phänomen der unendlichen 
Summen überhaupt einzuführen. 

 
 

 

User
Bleistift

User
Bleistift

User
Textfeld
Beweis mit vollständiger Induktion

User
Textfeld
geometrische-reihe-beweise.pdf

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext



uebungsaufgaben-fo-reih-rek.docx 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de            20.April  2011 

 
Übungsaufgaben zu Folgen, Reihen und Rekursion 

1.)  Zeigen Sie: die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist stets eine Quadratzahl  

 2
1

(2 1) es ist ( ) gesucht
n

i

i a n a n


   

2.)  2 2 2 21
3

1 3 5 ... (2 1) 4 1n n n        

3.) {6, 12, 24, 48, ......}na   Was ist richtig?  

A    
3 23 8na n n n       oder  B     3 2n

na    
4.) Bearbeiten Sie die Folgenübung auf der Rückseite. 
5.) In der Familie der Zwillinge Fritzi und Franzi spielt jeder ein Instrument. Der Pate 

schenkt Fritzi zur Taufe, dass er Anfang jeden Jahres 200 € auf ein Sparkonto zu 4% 
Zinsen einzahlt. Damit soll Fritzi mit 12 Jahren ein gutes Instrument kaufen können. 

a. Wie viel Geld ist nach Ablauf von 12 Jahren vorhanden, wenn die Bedingungen 
gleich bleiben? Stellen Sie eine geometrische Folge und zugehörige Reihe auf, 
visualisieren Sie die jährlichen Werte mit Sicht auf Datenpunkte und Tabelle.  

b. Die Uroma schenkt Franzi zur Taufe 1000 € als Festgeld für 10 Jahre zu 5% 
Zinsen. Was hat Franzi nach 10 Jahren? 

c. Wann haben beide gerade gleich viel Geld? Visualisieren Sie beide Sparformen 
gemeinsam.  

d. Warum ist es schwierig, diesen Zeitpunkt aus Formeln zu berechnen? Wie 
bekommt man eine Näherungslösung? 

6.) Es geht um das Heron-Verfahren zur Bestimmung von Quadratwurzeln. Es hat die 

Trägerfunktion f  mit 1
2

( )
r

f x x
x

   
 

. 

a. Geben Sie die zugehörige rekursive Formel an und berechnen Sie für r=2 für den 
Startwert 1 einigeWerte. 

b. Zeichnen Sie die Trägerfunktion aus zwei Bausteinen. Zeigen und erklären Sie, 
wie Folgenwerte graphisch gewonnen werden. 

c. Beweisen Sie, dass fixx r  Fixpunkt ist, und dass für alle Radikanden r 

superschnelle Konvergenz (d.h. '( ) 0fixf x  ) vorliegt. 

d. Visualisieren Sie mit TI so, dass dies (also c)) mit einem Schieberegler für r 
überzeugend dargestellt wird. 

e. Für höhere Wurzeln gibt es die Trägerfunktion h mit 1
2 1

( )
k
r

h x x
x 

 
  

 
 

Zeigen, Sie, dass k
fixx r Fixpunkt ist. 

f. Zeigen Sie am TI diese Annäherung im 
Spinnweb-Graphen mit Variation von k und 
r=8. Skizzieren Sie grob auf Ihrem Blatt. 

g. Sehen Sie sich das Feigenbaumdiagramm 
hierzu an und deuten Sie es. 

 
Es folgt Seite 2 
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uebungsaufgaben-fo-reih-rek.docx 

 

 
     Wenn Sie das nicht erst einmal selbst versuchen, bringen Sie sich um einen 
großen Teil der Lernerfolges. 
 
Die Lösungen finden Sie auf dem Blatt  „folgenübung.pdf“ bei Didaktik lernpakete 
www.mathematik-verstehen.de 
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Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Mathematik Lehramt  24. Juni 2006 
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Matheblatt von Martina aus Österreich. 
 
1. Die Punkte A (1/-4) B (2/-8) und C (-1/-2) liegen auf der Parabel p1. Bestimmen Sie deren Gleichung 

und zeichnen Sie p1. 
 

2. Der Punkt D (3/2) und der Scheitel S2 (4/1) bestimmen die Parabel p2. Geben Sie die Gleichung von 
p2 an und zeichnen Sie p2. 

 
3. Die Normalparabel p3 berührt die x-Achse und geht durch den Punkt E (2/- 5/4). Bestimmen Sie p3 

(2 Lösungen) und zeichnen Sie beide Parabeln.  
 

4. Die Parabel p4 schneidet die y-Achse bei y0 = -2 und hat den Scheitel S4 (-1/-1). Bestimmen Sie die 
Gleichung von p4 und zeichnen Sie p4. 

 
5. Die Parabel p5 mit dem Scheitel S5 (-2/-1) berührt die Gerade g5: y = -2x-4; Geben Sie Gleichung 

von p5 an, berechnen Sie Koordinaten des Berührpunktes T und zeichnen Sie p5 und T. 
 

6. Die Parabel p6: y = - (x-1)2 + 2 schneidet die Gerade g6: y = 3/2 x + 1/2. Zeichnen Sie p6 und g6. 
Bestimmen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte P1 und P2 rechnerisch.  

 
7. Die Parabel P6 schneidet die Parabel p7: y = x2 + 4x – 3 in P3 und P4. Bestimmen Sie P3 und P4 

rechnerisch und zeichnen Sie p7 bei 6. ein.  
  

8. Die Parabelschar p8: y = x2 – (2 k + 1) x + 2 k + 5/4 wird betrachtet (k ist reelle Zahl).  
a. Bestimmen Sie die Trägerfunktion der Parabelscheitel und zeichnen Sie sie. 
b. Zeichnen Sie die Parabel für k  aus {-2,-1,0,1,2} 
c. Geben Sie die Nullstellen von p8 in Abhängigkeit von k an (Fallunterscheidung).  

 
9. Die Parabel P9: y = x2 – 2 hat die Tangente t1 und t2 die beide durch den Punkt P9 (1/-13/4) laufen. 

Berechnen Sie Gleichungen der Tangente und geben Sie Koordinaten der Berührpunkte T1 und T2 
an. Zeichnen Sie p9 und die Tangente t1 und t2.  
 

10. Die Parabeln p10: y = x2 + b x – 3 und p11: y = -x2 +2 x – 33/8 sollen sich berühren. Bestimmen Sie 
mögliche b, zeichnen Sie die Parabeln und bestimmen Sie rechnerisch die Berührpunkte.  
Für welche b schneiden Sie die Parabeln der Schar p10 die Parabel p11, bzw. für welche b haben 
sie keinen gemeinsamen Punkt?  
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folgengrenzwert.docx 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de               4. April 2009 

 
Grenzwert einer Folge 

 
Gegeben ist eine Folge na  und eine Zahl g,  

im Beispiel 
2 5 5

mit 2 und 2n n
na a g
n n
+

= = + =  

 
Definition: g heißt Grenzwert der Folge na , wenn es zu jedem 0ε >  einen 
Index N gibt, so dass alle Folgenglieder mit größerem Index von g einen Abstand 
haben, der kleiner ist als 0ε > . 
Formale Schreibweise dieses Textes: 

( )0n n
n
lim a g N : n N a gε ε
→∞

= ⇔ ∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ − <  

 
Oben ist N=11, in der zugehörigen GeoGebra-Datei kann man ε  variieren. 
Zu reellen Folgen lässt sich meist eine reelle Trägerfunktion angeben, die 
denselben Berechnungsterm hat, und zwar statt mit n geschrieben mit x. 
 

Oben ist 
2 5 2 5

undn
n xa f ( n ) f ( x )
n x
+ +

= = =   und es gilt  

 

           
2 5 2 5

und 2n
n n x x

n xlim a lim lim f ( x ) lim
n x→∞ →∞ →∞ →∞

+ +
= = =  

 
Man sagt auch: f  hat die waagerechte Asymptote 2y = . 

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext



geogebra-fkt-tabellen.docx 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de          19. Februar 2011 

 
GeoGebra: Funktionen und Tabellen 

 
Hier ist eine  Funktionenschar aus Polynomen 3. Grades dargestellt. Rechts im 
Tabellenteil sind eine dynamische Wertetabelle, der Parameter k, die Extrema, 
der Wendepunkt und die Nullstellen angezeigt. Variiert man k, ändern sich alle 
Werte in der Tabelle entsprechend.  
Damit ist eine schulische Standardsituation aufgegriffen,  die auf diese Weise 
didaktisch sinnvoll visualisiert wird. 
Da die Tabellenmöglichkeiten von GeoGebra noch nicht so bekannt sind, soll 
hier beschrieben werden, wie man diese Datei baut. Mit „HF-Eingabe“ bezeichne 
ich die Eingabezeile im Hauptfenster, mit „T-Eingabe C4“  die Eingabe in der 
Tabellenzelle C4. 

1. HF-Eingabe k=2,  f(x)=x^3-k  x^2+1 , HF-Text  „f(x) = “+f   (rote Formel) 
2. Ansicht, Tabellenansicht, links zwischen Algebrafenster und Tabellen-

fenster mit der Maus die linke Begrenzung des Tabellenfensters bis zur 
Mitte ziehen. 

3. T-Eingabe: A1 Stellen  B1 Werte  C1 „k“  D1 k „k“ ist der Text k, k allein ist der Wert. 
4. T-Eingabe: A2 -1, A2 Eintragen: =A1+0.5, Zelle markieren, unten rechts 

blaues Karo (wie Excel) nach unten ziehen. Das heißt: Formel kopieren. 
5. T-Eingabe: B2: =f(A2) Formel nach unten kopieren. 
6. T-Eingabe: C2 „Extrema“  C3 extrema[f]   Es werden rechts die Extrema eingetragen.  
7. T-Eingabe: C4 „Wendepunkt“  C5 wendepunkt[f] 

Achtung, die Logik ist nun Folgende:  Der Wendepunkt 
steht in Zelle C5, daher wird C5 in der Zeichnung 
eingetragen. Wenn dort aber W stehen soll, geht das nicht 
mit „Umbenennen“, sondern folgendermaßen: Im 
Eigenschaftsmenu bei „Beschriftung“ W eintragen  und bei 
„Beschriftung anzeigen“  nicht Name wählen sondern 
Beschriftung. 
Sinnvollerweise wird C5 nur bei „Hilfsobjekte aufgeführt.  Will man W im 
Algebrafenster sehen, muss man andersherum vorgehen und W=wendepunkt[f]  
in HF-Eingabe schreiben, dann könnte man in T-Eingabe C5 einfach W 
eintragen. 
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Analysis Übung  
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Uni Lüneburg, Jan 2005    www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt

Aufgabe 1) Welche
Funktionsfamilie ist dargestellt? 
Der entscheidende Parameter k 
unterscheidet sich zwischen zwei
Nachbarkurven genau um 1.
Beschriften Sie mit jeden Ast mit
dem passenden k.
Einige der Kurven bilden mit der
Winkelhalbierenden im 1.
Quadranten ein Flächenstück, das
aussieht wie ein halbiertes Blatt.
Bestimmen Sie dieses Flächenstück
in Abhängigkeit von dem Parameter
k.
Denken Sie sich das halbe Blatt zu
einem symmetrischen ganzen Blatt
ergänzt. 
Stellen Sie eine Liste (6 Elemente)
auf, welchen Anteil am
Einheitsquadrat dieses Blatt jeweils hat. Mit einer Skizze.
Wo schneidet die Tangente an der Stelle x=1 die x-Achse( in Abhängigkeit von k
für diese 6 Funktionen)?Mit einer Skizze.
Aufgabe 2) Welche
Funktionen sind dargestellt?
Verschiebungen und
Exponenten sind ganze
Zahlen, Stauchfaktoren
1/(gerade Zahl)

Aufgabe 3) Zeichnen Sie
einen Graphen von 

( )3( ) 4 cos xf x = ⋅
und integrieren Sie zwischen
den beiden Nullstellen, die
dem Ursprung am nächsten
sind.
Legen Sie durch diese
Nulldurchgänge und den
Scheitel eine
Näherungsparabel. Integrieren
Sie auch diese, vergleichen Sie die Werte und nehmen Sie Stellung zur
Tauglichkeit der Näherung. An welcher Stelle unterscheiden Sie die beiden
Funktionen (senkrecht gemessen) am meisten (numerische Lösung)?
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Auchtung, diese Sachen interaktiv mit den GeoGebra-Dateien im Web. 
Erarbeitung der Gesichtspunte. 
Summe:  Wo eine Fkt. 0 ist kommt die andere heraus. 
Hier ist angedeutet wie auch "Felder abgestrichen" werden können.
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Produkt: Nullstellen setzen sich durch, wenn nicht die andere Fkt. dort einen Pol hat.
An Stellen an denen eine Fkt 1 ist, kommt die andere heraus.
variiert für - 1 und entsp. für Quotienten.
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Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de                 4. Jan. 2008 

 
Funktionenaufgaben 1  Sinusfunktion und Parabel 

 
Geben Sie die Funktionsgleichungen an: Parabel p(x)= 
                                             Sinusfkt.   s(x)= 
Zeichen Sie die Summenfunktion ein     f(x)=s(x)+p(x)= 
Wichtige Bezüge müssen hergestellt sein. 
 
Zeichen Sie die Produktfunktion ein 
Wichtige Bezüge müssen hergestellt sein. 
Aufgabe zur Verkettung 

 
Welcher Graph gehört zu p(s(x))?  
Grund:   
Welcher Graph gehört zu s(p(x))?  
Grund: 
Welche Gleichung kann der übrigbleibende Graph haben? 
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Welche der nachfolgenden Bilder zeigt die Summe von 
Sinusfunktion und Parabel 

 
Lösungen Funktionenaufgaben 1  Sinusfunktion und Parabel 

 

  Datei Funktionenaufgaben.doc  
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funktionenaufgaben.pdf
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Achtung: Für Verkettung gibt es auch gute Visualisierungen im Web.
Es folgt mit TI-Nspire, ist inzwischen auch farbig, ebenso wie die GeoGebra-Datei.
Sie wurden bei der Ketteregel/ weiter unten) auch besprochen, 
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Funktionenaufgaben 2  Produkte Sinusfunktion und Parabel 

 
Geben Sie die Funktionsgleichungen an:   
nach oben geöffnete grüne    Parabel p(x)= 
                                              
                                                Sinusfkt.   s(x)= 
Zeichen Sie die Produktfunktion ein     f(x)=s(x)+p(x)= 
 
Wichtige Bezüge entsprechend den folgenden Regeln müssen hergestellt sein. 
 
Zeichenregeln für Produkte 

 Wo eine Funktion Null ist, kommt Null heraus, außer wenn die andere Funktion dort 
einen Pol hat. 

 Wo eine Funktion 1 ist, kommt die andere heraus. 
 Wo eine Funktion  -1 ist, kommt die an der x-Achse gespiegelte andere 
heraus. 

 
 
Warum ist die nach unten geöffnete Parabel auch eingezeichnet? 
 
Klären Sie durch Einzeichnen der Bezüge mit obigen Regeln, welche der auf der 
nächsten Seite vorgeschlagenen Lösungen richtig ist. 
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Verkettung von Funktionen mit TI nspire 

 

Diese Version ist 
„konventionell“ 
erzeugt. 
Das heißt alle vier 
Funktionen sind 
gezeichnet.  
Dann ist der aus der 
x-Achse frei ziehbare 
Punkt gesetzt.  
Mit Senkrechten und 
Schnitten ist das 
Fähnchen gemacht.  
  
Dies ist 
überzeugender als 
der Versuch unten.  

 

Erst habe ich 
versucht, in der 
Bildschirmteilung 
eine Geometriespur 
zu erzeigen. Aber 
das geht nicht über 
die Fenster hinweg. 

 

Es lässt sich nicht 
der Punkt (u,z) direkt 
zeichnen.  
Die Ordinate wird 
nicht zugfest 
übernommen. Für die 
Abszisse klappt es. 
Das ist unlogisch. 
 
Ich musste wider zur 
Maßübertragung auf 
die Achsen greifen.  
 
Beim TI voyage 
funktionierte die 
Maßübertragung 
besser.  
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Hier, wie schon gesagt inteaktives Vorgehen in der Vorlesung
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Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion in a 
Gegeben ist eine Funktion f  mit ff : D → , die reelle Zahlen aus ihrem 

Definitionsbereich fD   auf reelle Zahlen abbildet.  
Gegeben sind weiterhin eine reelle Zahlen a und g. Es ist A=(a,0) und G=(0,g). 

im Beispiel mit D ff = { } ( )( )2 4 1
2 und

2

x x
f ( x )

x

− −
=

−
 und  2 4a ; g= =  

. 

           
 
Umgebungs-Definition: g  heißt Grenzwert der Funktion f , wenn es zu jedem 

0ε >  ein 0δ >  gibt, so dass für alle x  aus U ( a )δ  (= Umgebung von aδ − ) 
die Funktionswerte in   U ( g )ε  (= Umgebung von gε − )  liegen. 
Formale Schreibweise dieses Textes: 

( )

( )

0 0

oder

0 0

x a

x a

lim f ( x ) g : x U f ( x ) U ( g )

lim f ( x ) g : x : x a f ( x ) g

δ εε δ

ε δ δ ε

→

→

= ⇔ ∀ > ∃ > ∀ ∈ ⇒ ∈

= ⇔ ∀ > ∃ > ∀ − < ⇒ − <

Folgendefinition des Grenzwertes einer Funktion:  

n n n
x a n x
lim f ( x ) g a : lim a a lim f ( a ) g
→ →∞ →∞

⎛ ⎞= ⇔ ∀ = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠  

Die Funktion f  heißt stetig in f
x a

a D lim f ( x ) f ( a )
→

∈ ⇔ =   
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stetige_und_unstetige.docx 
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Stetige und unstetige Funktionen  Fortsetzung von“ Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen“ 

Gegeben ist mit D ff = { } ( )( )2 4 1
2 und

2

x x
f ( x )

x

− −
=

−
. 

Betrachtet wird auch ( )( )mit D und 2 1
ss f sf f ( x ) x x= = + − . 

Variante  ist 
( )( )2 4 1

2mit D und 2
3 2

k

x x
für xk k( x ) x
für x

⎧ − −
⎪ ≠= = ⎨ −
⎪ =⎩

. 

 

       
 Die Funktion f hat an der Stelle x=2 eine Definitionslücke.  
Falsch ist: f ist an der Stelle x=2 unstetig, denn die Stetigkeit ist nur für Stellen aus dem 
Definitonsbereich definiert. 
Der Funktionsterm von sf  geht durch Kürzen aus dem von  f  hervor.  
Die Funktion sf   ist überall stetig, sf  heißt stetige Fortsetzung von f . 
Die Funktion k  überall definiert, aber sie ist unstetig an der Stelle x=2.  
Es gilt nämlich 

2
4 3 2

x
lim k( x ) k( )
→

= ≠ =  

( )22 10 3
3 9 3

x für xf ( x )
( x ) für x

⎧⎪− − + ≤= ⎨
− − + >⎪⎩

 

 

( )22 10 3
3 8 3

x für xk( x )
( x ) für x

⎧⎪− − + ≤= ⎨
− − + >⎪⎩

 

 
 

Die Funktion  f  ist an der Stelle x=3 stetig, denn beide Teilfunktionen haben an 
der Stelle x=3 denselben Funktionswert. Die untere Teilfunktion hat den 
Funktionswert der oberen Teilfunktion als Grenzwert. Man braucht nur zu prüfen,  

( )( )
2 2

3

3 3 2 10 1 10 9

3 9 9x

f ( ) ( )
ist gleich

x | =

⎫= − − + = − + = ⎪
⎬

− − + = ⎪⎭
.    k  ist in x=3 unstetig. 
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Achtung solche Seiten werden an der Tafel vor den Augen der Studis entwickelt, ohne dass diese mitschreiben müssen. Dieses ist dann das (etwas ergänzte) Ergebnis
Bei der folgenden Seite z.B. zeige ich die Pdf-Seite und markiere die Farbig den gemeinsam vollzogenen Gedankengang.  
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Beweise der Additionstheoreme  

         

              
Zu beachten ist, dass bei B der Winkel beta auftaucht. Grund ist der Satz: 
Zwei Winkel, deren Schenkel senkrecht aufeinander stehen, sind gleich groß. 
Bestätigung mit der Eulerschen Formel für komplexe Zahlen. Dies ist kein „Beweis“, da 
man zur Herleitung der Eulerformel die Ableitungen von Sinus und Kosinus braucht. Für den 
Beweis der Ableitungen braucht man aber schon die Additionstheoreme. 

Ausmultiplizieren, Real- und Imaginärteil 
getrennt betrachten, und schon stehen diese 
beiden Additionstheoreme da. 
 

i( )

i i
e cos( ) i sin( )

e e (cos i sin )(cos i sin )

 

 

   

   

     

   
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Achtung, 2011 habe ich dies nicht gemacht!
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Ableitung der Sinusfunktion, mit Beweis 
Empfohlene Vorgehensweise: Sehen Sie sich (mit Ihren Schülern) mit den 
Dateien (z.B. GeoGebra) zum interaktiven Ableiten den Graphen der Ableitung 
der Sinusfunktion an. Klar, jeder sieht, dass es sich um die Kosinusfunktion 
handeln müsste. 
Lassen Sie GeoGebra noch selbst den Kosinus zeichnen. Der passt dann genau 
auf die Ortskurve. Damit haben Sie ( )sin( x ) ' cos( x )= .  
Gut, das ist kein “Beweis“, aber Sie können dasselbe ja in (fast) beliebig kleinen 
Ausschnitten auch machen. Für eine Lehrsituation ist jetzt alles klar. 
Das Folgende zeigt, was man machen müsste, damit man es wirklich beweist. 

Das geschieht in drei Schritten. Der erste ist schwierigste: 
0x

sin( x )lim
x→

 muss 

elementar bestimmt werden. Wenn man das nur  durch Graphenbegucken 
macht, dann kann man gleich den oben empfohlenen Weg nehmen. Wenn man 
es mit l’Hospital oder Taylor macht, dreht man sich im Kreis, denn diese Wege 
verwenden die Ableitung, die man hier ja erst beschaffen will.  
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Seite 2    

Unten auf Seite 1 ist noch 
0

1
x

tan( x )lim
x→

=   bewiesen, das ergibt sich aus 

demselben Beweis, wird aber im Weiteren nicht benötigt. 
 
 Zweiter Schritt: Beweis von 
                      

0

1 0
x

cos( x )lim
x→

− =     unter Verwendung von     
0

1
x

sin( x )lim
x→

=  

Achtung: in diesem Zusammenhang kann nur Beweis 1 verwendet werden!!!!!!!! 
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Seite 3 
Dritter Schritt: Die Betrachtung des Differenzenquotienten und 
die Bestimmung seines Grenzwertes 
Dabei wird das folgende Additionstheorem verwendet: 
sin( x h ) sin( x ) cos( h ) cos( x ) sin( h )+ = ⋅ + ⋅  
Das hat man heute in der Schule meist auch nicht zur Verfügung!!!!! 
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Das Hornerschema ist ergiebig und macht Spaß. 
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Und es ist Klausurfreundlich!
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Numerik             Polynome mit Hornerschema   Num - 6 -
Prof. Dr. Dörte Haftendorn,  Oktober 02

Horner-Schema
Die Auswertung von Polynomen ist numerisch durchaus heikel.
Wegen der Potenzen und der Differenzbildungen ist numerische Instabilität häufig.
Jedes Polynom 

kann man in der Klammerform schreiben

Dieser Darstellung entspricht ein Rechenschema, das sich
fühen von Hand und heute mit TR oder Tabellenkalkulation
leicht durchziehen lässt.

Beispiel

In die 1. Zeile schreibt man alle ai , nicht vorhandene als  0 ,
vorn die Einsetzung x0 . 
Senkrecht wird addiert, hier zuerst B4
das Ergebnis dann mit x0 multipliziert, ergibt C3, senkrecht addiert ergibt B5 usw. 
Als letztes ergibt sich p(x0).  Diese Berechnung ist numerisch entschieden besser.
Hier ist p(-1)=0.  X=-1 ist also Nullstelle.

In diesem Fall stehen in der Zeile 4 die Koeffizienten von .

Also braucht man gar nicht zu dividieren, man liest einfach ab:

Da man nun die Nullstellen dieses rechten Faktors sucht, braucht man nur noch auf gleiche
Art weiter zu machen. x=-1 ist nochmal Nullstelle, also doppelte Nullstelle.

Entweder man löst jetzt die quadratische Gleichung oder macht

weiter. Da als ganzzahlige Lösungen nur die Teiler der absoluten Gliedes in Frage
kommen, ist man mit 1 und 5 schnell beim Ziel 

das Polynom ist vollständig zerlegt, wie man es
z.B. für die Partialbruchzerlegung braucht.

Klar ein CAS ist auch so programmiert:

Ist  x0 aber nicht genau Nullstelle, so führt man das Hornerschema dennoch mit x0 weiter. 
Dann steht nämlich am Ende der  Zeile 6  an vorletzter Stelle Platz E6  p'(x0). Diesen
Wert kann man in der Newtonformel für die numerische Nullstellensuche gebrauchen.
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Thema in 2011 nur sehr kurz behandelt!!!!!!!!! Muss noch in Analysis II gemacht werden.
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Achtung, diese systematische  Betrachtung der gebrochen-rationelen Funktionen und das zughörige Handwerk  habe ich 2011 nicht gemacht. 
Es folgt noch eine Grundaufgabe, eine Übersichtsseite und eine Klausur aus Grundkurs Gym. mit Lös.
Das Thema muss unbedingt in Analysis II kommen, denn es ist schulisch sehr wichtig.
Weiter beschäftigen sich drei ausführlich beschriftete  CAS-Dateien mit diesen Zusammenhängen (Siehe Web Analysis-> Funktionen und Graphen-> Gebrochenrational
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Analysis                   Gebrochen rationale Funktionen 
Prof. Dr. Dörte Haftendorn Juni 2000/ Okt 2005/2010

Kleine systematische Betrachtung 

Im Folgenden sind Funktionsterme in Linearfaktorzerlegung gegeben
1. Untersuchen Sie die Funktionen f*, g* und h*. Versuchen Sie dabei in sinnvolle

Bausteine zu zerlegen.
2. Wie unterscheiden sich f, g und h von f*,g*,h*?
3. Wie ordnen sich die mit 1 indizierten Funktionen in diese Überlegungen ein?
4. Welche der *-Funktionen kann man als “stetige Fortsetzung” der daneben

stehenden bezeichnen?
5. Lösen Sie bei allen Termen die Klammern auf. Stellen Sie sich vor, die

aufgelöste Form sei gegeben gewesen. Wie wären Sie dann auf die
Klammerform gekommen?

6. Bestimmen Sie die Asymptoten.
7. Formulieren Sie allgemeine Aussagen über gemeinsame Nullstellen von Zähler

und Nenner. 
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Mathematik-Klausur  Nr.1 Kurs 13 m  (gk) Ha am 16.11.98 Name:
Aufgabe 1 (10%)    Erzeugen Sie aus zwei Bausteinen den Graphen von f mit 

 und beschreiben sie ihn.

Aufgabe 2 (15%) Berechnen Sie die Asymptote von f mit

 und erzeugen Sie den Graphen aus zwei Bausteinen.

Aufgabe 3 (75%)

Gegeben ist die Funktion f mit . Sie hat die Ableitung

, was Sie nicht nachzurechnen brauchen.

Zerlegen Sie fk in ein Produkt aus einer Parabel und dem dazu passenden Faktor.

a)Erzeugen Sie für fk mit k=2 einen Graphen aus diesen Bausteinen. Verwenden Sie die
gegebene Ableitung, um nach Extrema zu suchen.

b) Untersuchen Sie die Sonderform von fk für k=1. Für welches k wird sich eine entsprechende
Sonderform ergeben?

c) Mit den bisher untersuchten drei Fällen haben sie noch nicht alle typischen Graphen von fk

erfasst. Zeigen unter Verwendung der gegebenen Ableitung, dass bis auf genau drei Werte von
k alle anderen fk genau ein Extremum haben. Wo liegt es? Welches sind die drei Fälle, die kein
Extremum haben?

e) Erzeugen Sie qualitativ einen weitern Graphen von fk , der sich von dem für k=2 wesentlich
unterscheidet.

f) Geben Sie mit Freihand-Daumenskizzen eine Übersicht, für welche k sich welche Graphen
ergeben. Es werden 6 Skizzen erwartet. Stellen Sie zusammenfassend Gemeinsamkeiten heraus.

Datei ANA2GK1198-gebr-rational.wpd Datum  16. 11. 98        Update 3. November 2010 Dr. Dörte Haftendorn
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Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de            7. Juli  2011 

 
Analysis 1 Regeln, Ansätze und Schreibweisen (in Beispielen) 
Folgen und  
Reihen 

Folge  ia   

Rekursive Formel 1( )i ia f a   

Trägerfunktion  ( )y f x  

Ansatz für Fixpunkt ( )x f x  

explizite Formel 
( )na g n  

Grenzwert 
lim n

n
a a


  

Reihe 

1

n

n i
i

s a


   

Summenfolge 

ns   
Funktionen : ( ) ff x f x mit D    5

 
(3)y f  Ordinate an der Stelle 3 

Ansatz ( )b f x  „wo hat wird der 
Wert b angenommen?“ 
Ansatz Schnittpunkt  ( ) ( )f x g x  

( ) : '( )
dy

fs x f x
dx

 

 
1. Ableitung 
m:= '(3)f  Steigung an  
der Stelle 3. 

''( )f x  
2

2
d y

dx
; 

(5)( )f x   

Berechnun-
gen 

Ansatz Nullstellen  ( ) 0f x 
2 6 0x x x      oder   

f  hat die Nullstellen 

1 2 62, 4 2x x und x    

mögliche Extremstellen 
(relative) 
Ansatz '( ) 0f x   

mögliche 
Wendestellen 
Ansatz

''( ) 0f x   

Vielfachheit Gibt es eine Darstellung 

( ) ( ) ( )kf x x a g x    mit 

( ) 0g a  , dann ist a eine -fachek  

Nullstelle von f . 

Man sagt auch  
Die Nullstelle a  hat 
die Vielfachheit k  . 

Das hat starke 
Wirkung auf 
die Gestalt des 
Graphen. 
siehe unten 

Logik    Äquivalenzpfeil 
zwischen Gleichungen mit identischer 
Lösungsmenge. 
(lieber weglassen als falsch setzen) 
A B  zwischen gleichwertigen 
Aussagen:  A genau dann, wenn B 

A B  
Aus A folgt B 
für Aussagen 
A und B. 

A ist 
hinreichend für 
B 
B ist not-
wendig für A 

Folgerun-
gen 

f  diff’bar, nicht oszillerend, dann gilt 

x  rel. Extremstelle  'f  wechselt in 
x  das Vorzeichen 
Vorzeichen_Wechsel-Kriterium VZW 

x  rel. Extremstelle
'( ) 0f x   

x  Wendestelle
''( ) 0f x 

 

 f  hat an Nullstellen ungerader 
Vielfachheit k  einen VZW, für 3k 
einen Sattel.  
f  hat an Nullstellen gerader 

Vielfachheit k keinen VZW aber ein 
Extremum, für k>3 ist es „breit“  

f  stetig diff’bar, nicht 
oszillerend 
Ungerade Vielfachheit 
der Nullstelle a  von 

'f   ist notwendig und 
hinreichend für 
Extremum von f  an 
der Stelle a   

Gerade 
Vielfachheit 
der Nullstelle 
a  von 'f   ist 
notwendig und 
hinreichend für 
Wendepunkt 
von f  an der 
Stelle a  
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Notwendig und hinreichend 
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg,             24. April 2007 
 

,A B  seien im Folgenden Aussagen  
Aussagen  sind Sätze, die grundsätzlich 
wahr oder falsch sind.  

"Grundsätzlich" meint, dass die Entscheidung nicht 
unbedingt leicht sein muss. Z.B.  "Auf dem Mars gibt es 
Leben" , "12345678910111213141516171819  ist Primzahl"

Aussageformen  sind Sätze, die Variable 
enthalten, bei deren konkreter Belegung sie 
zu Aussagen werden.  

5 3 17x − = ,    35x y⋅ =  
Belegung x=4,  y=7  ergibt  20-3=17  wahre Aussage 
4*7=35   falsche Aussage 

A B⇒     Implikation, Folgerung 
 
 
Alle Formulierungen rechts sind richtig, sie 
sagen alle dasselbe aus. 
 
 
Ebenso dieses, das im indirekten Beweis 
verwendet wird.:                         B A¬ ⇒¬   

Aus A  folgt B .  
Wenn  A  gilt, dann gilt auch B . 
A  ist hinreichend für B .       
Für A  muss notwendig B  gelten. 
B  ist notwendig für  A . 
B  gilt dann, wenn A  gilt. 
A  gilt nur dann, wenn B   gilt. 
Wenn B  nicht gilt, dann kann auch A  nicht 
gelten.  

A B⇔    logische Äquivalenz 
 
Die Sätze rechts stimmen auch, wenn man A und B vertauscht. 

A  gilt dann und nur dann, wenn gilt B . 
Agilt genau dann, wenn gilt B . 
A  ist notwendig und hinreiched für B . 

Verneinung, nicht : A  , A¬ , Regeln:  ( )A B A B¬ ∧ = ¬ ∨¬ ,  ( )A B A B¬ ∨ = ¬ ∧¬  
 Im Folgenden sei f eine reelle Funktion , für die f(a) existiert.  f sei in einer Umgebung von a 
stetig differenzierbar (=diff'bar), unstetige Funktionen, solche mit Knicken und oszillierende 
Funktionen werden hier nicht betrachtet. Unter Extrema sollen hier nur solche mit waagerechten 
Tangenten verstanden werden. Randextrema sind nicht einbezogen.  
Nr Aussage w  / f ⇔ Bemerkung, Skizze 
01 a ist Extremstelle von '( ) 0f f a⇒ =      

02 '( ) 0f a =  ist eine notwendige Bedingung 
für ein Extremum von f  an der Stelle a . 

   

03 '( ) 0f a a= ⇒ ist Extremstelle    

04  Wechselt 'f  an der Stelle a  das 
Vorzeichen, dann hat f dort ein Extremum 

   

05 '( ) 0 ''( ) 0f a f a= ∧ ≠   ist eine 
notwendige Bedingung für ein Extremum 
von f an der Stelle a . 

   

06 '( ) 0 ''( ) 0f a f a= ∧ ≠   ist eine 
hinreichende  Bedingung für ein Extremum 
von f an der Stelle a . 

   

07 Hinreichend  für ein Extremum von f an der 

Stelle a  ist '( ) 0 ''''( ) 0f a f a= ∧ ≠  

  Ergänzen Sie sinnvoll: 

08 f hat an der Stelle a  ein Extremum genau 

dann, wenn 'f  an der Stelle a  das 
Vorzeichen wechselt. (VZW) 

   

09 Das VZW-Kriterium für 'f   ist notwendig 
und hinreichend für ein Extremum  von f . 
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Extrema und Wendepunkte 
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg,             24. April 2007 
 
Im Folgenden sei f eine reelle Funktion , für die f(a) existiert.  f sei in einer Umgebung von a zweimal 
stetig differenzierbar (=diff'bar), unstetige Funktionen, Knicke und oszillierende Funktionen werden 
hier nicht betrachtet. Unter Extrema sollen hier nur solche mit waagerechten Tangenten verstanden 
werden.  Randextrema werden nicht einbezogen.  
Nr Aussage w  / f ⇔  Bemerkung, Skizze 
10 a  ist  genau dann Wendestelle von f , wenn a  

Extremstelle von 'f   ist. 
   

11 a ist Wendestelle von ''( ) 0f f a⇒ =     

12 ''( ) 0f a =  ist eine notwendige Bedingung für 
eine Wendestelle a  von f .  

   

13 ''( ) 0f a a= ⇒ ist Wendestelle    

14  Wechselt ''f  an der Stelle a  das Vorzeichen, 
dann hat f dort einen Wendepunkt. 

   

15 ''( ) 0 '''( ) 0f a f a= ∧ ≠   ist eine notwendige 
Bedingung für einen Wendepunkt von f an der 
Stelle a . 

   

16 ''( ) 0 '''( ) 0f a f a= ∧ ≠   ist eine 
hinreichende  Bedingung für einen Wendepunkt 
von f an der Stelle a . 

   

17 Hinreichend  für einen Wendepunkt von f an 
der Stelle a  ist 

( )( ) (5)( ) 0 2 4 ( ) 0if a für i f a= ≤ ≤ ∧ ≠

  Verallgemeinert: 

18 f hat an der Stelle a  einen Wendepunkt  genau 

dann, wenn ''f  an der Stelle a  das Vorzeichen 
wechselt. (VZW) 

   

19 Das VZW-Kriterium für ''f   ist notwendig und 
hinreichend für einen Wendepunkt  von f . 

   

20 Jede in a  stetige Funktion ist diff'bar in a .    
21 Jede in a  diff'bare Funktion ist stetig in a .    
22 Wenn der Grenzwert des Differenzenquotienten 

in a  existiert, ist f diff'bar in a . 
   

23 Nur wenn der Grenzwert des Differenzen-
quotienten in a  existiert und eindeutig ist, ist f  
diff'bar in a . 

   

24 Nullstellen von 'f  mit ungerader Vielfachheit 
sind  sicher Extremstellen von f . 
Nullstellen von 'f ' mit ungerader Vielfachheit 
sind  sicher Wendestellen von. 

   

25 Zwischen zwei benachbarten Nullstellen einer stetigen 
Funktion muss es mindestens eine Extremstelle geben.  

   

26 Zwischen zwei benachbarten Nullstellen von 'f   muss es 

mindestens eine Wendestelle von f geben. 
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Integral-einf.doc 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de               13. Mai 2009 

 
Einführung des Riemannschen Integrals 
Geben ist eine in einem Intervall [a,b] definierte Funktion f.  
Zur Einführung sei diese Funktion die Normalparabel und das Intervall sei [0,1]. 
Das Intervall wird in n Teile geteilt und zu jedem Teil wird ein Rechteck betrachtet, 
dessen Höhe der kleinste Funktionswert ist, den die Funktion in dem Teilintervall 
annimmt. Summiert man die so gebildeten Rechtecke, erhält man die von n 
abhängige Untersumme us(n). 
Ebenso macht man es mit Rechtecken, deren Höhe der größte Funktionswert ist, 
den die Funktion in dem Teilintervall annimmt. Summiert man die so gebildeten 
Rechtecke, erhält man die von n abhängige Obersumme os(n). 
Bei monoton wachsenden Funktionen wie im Beispiel lassen sich diese Rechtecke 
besonders leicht bilden. 

 
 
Nun betrachtet man, wie sich Unter- und Obersummen verhalten, wenn man die 
Streifenzahl n gegen Unendlich gehen lässt.  
Wenn die Untersummen und die Obersummen denselben Grenzwert haben, dann 
heißt dieser Wert das Integral von f in diesem Intervall: b

a
f ( x )dx∫  

Im Beispiel ist 1 2
0

1

3
x dx =∫ . Wenn einer der Grenzwerte oder gar beide nicht existieren, dann gibt es 

das Integral nicht. Mehr zu Riemann und der exakten Definition auf www.mathematik-verstehen.de. 
Eigenschaften: 

1) ( )b b
a a

af ( x )dx a f ( x )dx=∫ ∫   Senkrechte Streckungen von f verändern das Integral 
nur um den Streckfaktor. 

2) Die betrachteten Rechtecke werden mit den Funktionswerten gebildet. Sind 
die Funktionswerte negativ, dann werden auch die betreffenden Summanden 
negativ. Damit ist b

a
f ( x )dx∫  die Flächenbilanz der Flächen, die zwischen der 

x-Achse und dem Graphen von f entstehen. 
3) a b

b a
f ( x )dx f ( x )dx= −∫ ∫   Vertauscht man die Grenzen, werden alle 

Rechteckbreiten negativ, die Flächenbilanz ändert nur ihr Vorzeichen. 
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Integralrechnung                Grundlegende Formeln                   Int - 1 - 
Prof. Dr. Dörte Haftendorn,    Dezember 02 
 
Bestimmtes Integral     

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) '( ) ( )
b

b
a

a

f x dx F x F b F a mit F x f x= = − =∫  

Faktorregel außen  ( ) ( )
b b

a a

k f x dx k f x dx=∫ ∫i i , man kann eine Konstante vorziehen. 

Faktorregel innen  
1( ) ( ) '( ) ( )

b

a

f k x dx F k x mit F x f x
k

= =∫ i i i , 

 Kehrwert von k  kommt nach vorne,  in der Stammfunktion  innen bleibt  k bei x  ,  

Summenregel ( ( ) ( )) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫  Summen kann man einzeln integrieren. 

Verschieberegel ( ) [ ( )] '( ) ( )
b

b
a

a

f x t dx F x t mit F x f x− = − =∫ , ist f waagerecht verschoben, so auch F. 

Intervall aufteilen ( ) ( ) ( )
c b c

a a b

f x dx f x dx f x dx= =∫ ∫ ∫  , Grenzen umdrehen   ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫  
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Integralrechnung                Erweiterte Formeln                          Int - 2 - 
Prof. Dr. Dörte Haftendorn,    Dezember 02 
 
Typ (A) ist lediglich eine Zusammenfassung der "Faktor innen"-Regel und der Verschieberegel. 

Beispiele,     1sin(3 12) cos(3 12)
3

x dx x− = − −∫ ,    3 12 3 121
3

x xe dx e− −=∫  

Typ (B) und (C) sind Spezialfälle des umfassenderen Typs: 
'f  erscheint:     = =∫ ( ( )) '( ) ( ( ) '( ) ( )ig f x f x dx G f x mit G z g z  

Beispiel 5 4 5 5cos( ) 5 sin( ) sin'( ) cos( ), ( )x x dx x denn z z es ist z f x x= = = =∫ i ,Umkehrung der Kettenregel 

Typ (B) 2 21 1sin( ) cos( ) sin ( ) ( ) sin( ); '( ) cos( ) ; ( ) ; ( )
2 2

x x dx x denn z f x x f x x g z z G z z= = = = = =∫ i  

Typ (C) 
cos( ) 1ln(sin( ) ( ) sin( ); '( ) os( ) ; ( ) ; ( ) ln( )
sin( )

x dx x denn z f x x f x c x g z G z z
x z

= = = = = =∫
 

Jedes CAS liefert Ihnen auf "Knopfdruck" sofort alle Integrale, 
die nach solchen Regeln gelöst werden können. Und noch viel 
mehr Integrale!!!!!!                 Eingabe und Ausgabe  in MuPAD:   
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Funktionswert f ( x )  gegeben und wir müssen alle Scheibchen aufaddieren. Darum 

ist ( )2b
rot a

V f x d xπ= ∫  die richtige Berechnungsformel für ein solches 

Rotationsvolumen. 
 
Auch andere geometrische Probleme im Zusammenhang mit Kurven und Körpern 
lassen sich mit dem Integral lösen. Dazu gehören die Länge von Kurvenstücken, die 
Oberfläche von Körpern, der Schwerpunkt von Flächen und von Körpern und Vieles 
mehr.  
Das Integral ist eben das ideale Werkzeug beim Blick auf das Ganze 

7.6 Großartiger Zusammenhang 
Das Integral ist also wichtig – aber so richtig praktikabel ist es in Abschnitt 7.5 noch 
nicht. Näherungswerte könnte man mit hinreichend vielen Streifen als 
Flächensumme bestimmen. Mit Computern ist das machbar. Manchmal gelingt auch 
eine theoretische Begründung für den Grenzwert von Riemannschen Unter- und 
Obersummen. Aber schön wäre eine griffige exakte Berechnungsmethode.  
Tatsächlich gibt es eine solche Methode, zwar nicht für alle Fälle, aber immerhin für 
viele wichtige Funktionen. 
 
Es wird sich herausstellen, dass die Integration als gegenläufiger Prozess zur 
Differenziation aufgefasst werden kann. Integrieren und Ableiten hängen zusammen.  
Das ist ein wirklich verblüffendes Phänomen: Das Integral bezieht sich auf das 
Ganze und die Ableitung auf die lokale Eigenschaft der Steigung in einem Punkt. Bei 
der Definition des Integrals war gar nicht von Steigungen die Rede.  
 
In Lehrzusammenhängen in Schule und Hochschule wird der wesentliche Schritt des 
Integrierens sogar Aufleiten – als Gegenteil von Ableiten – genannt. Mit diesem 
Konzept ist Integrieren ein Handwerk. Hatte eine Formelsammlung in meiner 
Studienzeit 370 typische Intergrale verzeichnet, bekommt man heute alle Anfragen, 
die überhaupt eine exakte Antwort haben, von jedem CAS auf Knopfdruck 
beantwortet.  
Lohnend ist es aber, den überraschenden Zusammenhang zwischen dem Integrieren 
und dem Differenzieren visuell zu erfassen. Das möchte ich Ihnen nun zeigen. 
 

Teppich abrollen mit der Integralfunktion 

                                             

Abb. 7.52 F07_teppich-echt-a-300-h30, *b,  Abrollen eines Teppichs als Denkhilfe für die 
Integralfunktion der oberen Grenze 
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Abb. 7.53 a)-d) F07_teppich1-300-h30,*2,*3,*4  Der grüne Teppich wird abgerollt – 
Visualisierung der Integralfunktion. 

Sie sehen in Abb. 7.53 a)-c) mit blauem Graphen eine Funktion f . Diese berandet 
eine grüne Fläche, die von A aus „abgerollt“ wird wie ein Teppich, während sich B 
nach rechts bewegt. Abb. 7.52 hilft Ihnen bei dieser Vorstellung. 
Aus Abschnitt 7.5.1 wissen Sie schon, dass man diese Fläche als Integral 

b
a

F f ( x ) d x= ∫  schreiben kann. Zu jeder Stellung von B ergibt sich ein anderer 

Flächenwert F. Diese Zuordnung soll als Funktion geschrieben werden. Im www-
Additum können Sie tatsächlich an B ziehen und sich überzeugen, dass P die 
Teppichgröße als Ordinate hat. Die rote Spur von P ist die „Teppichabrollfunktion“. 
Um diese Funktion aufzuschreiben, soll die Stelle b  nun in x  umbenannt werden. 
Dann müssen wir auch die Integrationsvariable umtaufen, sie heiße nun t. Um zu 
dokumentieren, dass die Fläche von der Stelle a  aus abgerollt wird, schreiben wir a  
als Index an F , also aF . 

Zu einer Funktion f  heißt die Funktion aF , die jeder Stelle x  die von a  aus 
„abgerollte“ Fläche zuordnet, Integralfunktion (der oberen Grenze) von f  bei 

unterer Grenze a . Also: 
x

a a
F ( x ) f ( t ) d t= ∫ .  

Der von mir verwendete Begriff „Teppichabrollfunktion“ ist kein mathematisches 
Fachwort, verhilft aber erfahrungsgemäß zu passendem Verständnis.  
In Abb. 7.53 d) sehen Sie, dass aF  nach links fortgesetzt werden kann. Da jetzt B 

links von A liegt, ist das Integral negativ, obwohl die Fläche im positiven Bereich 
liegt. In Abb. 7.54 a) ist diese Bewegung noch weiter fortgeführt. Die 
Teppichabrollfunktion für den Start in A ist nun vollständig interaktiv punktweise 
entstanden. Mit dem Ortskurvenwerkzeug ist sie in Abb. 7.54 b) als Ganzes (schwarz 
gestrichelt) eingefügt.  
Verschieben von A verschiebt die rote Kurve. Das ist leicht zu verstehen: Wenn A an 
der Stelle 3 statt 2 steht, fehlt allen Flächen dasselbe Stück, nämlich, gerade die 
Differenz der Flächen 4,09 aus Abb. 7.53 a) und 2,6 aus Abb. 7.54 b). Darum ist in 
Abb. 7.54 b) P und auch die ganze rote Kurve von der gestrichelten aus um 1,49 
senkrecht nach unten verschoben.  
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Aufgaben Analysis 1 aus TCP 2001 Paetec-Verlag   3898181014 
Achtung die Aufgaben 78 bis 80 sind auf Seite 4 
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Polynome im Affenkasten  Offene Aufgabenstellung für TI-nspire 

Datei  
affenkasten2011.tns 
 
Offen formulierte 
Aufgabe.  
Auf 11 Seiten wird ein 
mögliches Vorgehen 
ausführlich vorgestellt und 
erläutert.  
Die Beweisseiten in  
Problem 2 der Datei 
erfordern CAS, die 
anderen nicht  
 
Es ist formuliert für 
Anfänger beim Einsatz 
von TI-nspire. 
 

 
 
Graphen markieren und 
re-Klick ermöglicht ein 
reichhaltiges Menu. 
Leider ist dieses meiner 
Beobachtung nach nicht 
im Sratch-Graph 
vorhanden. Man muss 
schon in einer Datei 
arbeiten. 
Jedenfalls  Graph 
analysieren wichtig, aber 
auch das Punkte-menu 

mit dem Schnittpunktwerkzeug und die Konstruktion mit den Senkrechten. Es folgen 
projizierbare Bilder für die ganz offene Bearbeitung im Unterricht: 
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Polynome im Affenkasten  Offene Aufgabenstellung für TI-nspire 

 
 
Weitere Bilder, 
Übertragung auf andere Polynome und 
Untersuchung von Polynomen anderen 
Grades, 
viele didaktische und mathematische 
Erläuterungen und Beweise  
finden Sie auf  
www.mathematik-verstehen.de 
 im Bereich Analysis  Affenkasten 
 
Dort sind auch mehrere Powerpointvortrage 
verfügbar. 
Jedenfalls eröffnet diese Sicht auf Polynom 
eine fruchtbares Arbeiten von Lernenden mit 
Einsatz von TI nspire, GeoGebra, CAS …. 
 
Mathematik ist schön! 
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Scherung durch Geradenaddition mit GeoGebra
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Uni Lüneburg, 24. September 2004

Definiere in GeoGebra eine Funktion

mit , eine Gerade  g(x) s(x) m x b= +
oder mit Parameterns(x) m( x a)= −
und die Addition .f (x) g(x) s(x)= +

Durch die Addition der Geraden s wird g nach f
geschert. Scherachse a ist die Senkrechte in
der Nullstelle a von s. Scherwinkel ist der
Steigungswinkel der Geraden.

Bei der Scherung an einer Geraden
a wandern alle Punkte parallel zu so, dass sie
Ihr Lot um den festen Scherwinkel kippen.

 
Setze auf g einen Punkt B. Fälle das Lot auf
und a und auf die x-Achse. Es entstehen als
Schnittpunkte mit a b.z.w. mit f die Punkte D
und C. Bewege B und
beachte, dass CD stets
parallel zu  s ist.D (a,g(x))=

   D (a,g(x))= C (x,g(x) s(x))= +

Steigung(CD)=
g(x) s(x) g(x)

x a
+ −

= =
−

s(x) m(x a) m
x a x a

−
= = =

− −
Damit ist die Behauptung für alle x
ungleich a gezeigt. Für x=a schneiden
sich f und g. ,da s(a)=0 gilt. 
Bei der Verwirklichung mit GeoGebra
ist dieser Zusammenhang
eindrucksvoll durch ziehen an A und

Parametervariation demonstrierbar. Man
kann zudem einfach bei g eine andere
Funktion eintragen.
Scherungen sind teilverhältnistreu,
flächentreu und wendepunkttreu. Daher
gelten die bewiesenen Eigenschaften für
gerade Kästen ebenso wie für schräge..
Alle Beweise sind in meinen Vorträgen
angedeutet und in meinem Heft “Polynome
im Affenkasten” ausgeführt. Dort zeigt sich
auch dass alles ebenso für Polynome 3.
Grades ohne Extrema gilt. 

www.doerte-haftendorn.de
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Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de                27. Feb. 2008 

 
Konstruktion eine Parabeltangente zu einem Parabelpunkt 
Konstruktionsbeschreibung 

1. Gegeben ist eine Parabel und ein Punkt A 
auf ihr. 

2. B ist der Fußpunktes des Lotes von A 
ausf die x-Achse. 

3. C ist der Ursprung und D ist der 
Spiegelpunkt von C an B. 

4. Erzeuge E als Parabelpunkt an der Stelle 
von D.  

5. Zeichne die Sehne CE und eine Parallele 
zu ihr durch A. Diese ist die gesuchte 
Tangente. 

 
Beweise: 
Je nach dem eingesetztem Vorwissen kann es 
verschiedene Beweise geben. 
 
1) Elementare Bestätigung  (kein Beweis im strengen Sinn): Erzeuge in GeoGebra oder einem 
anderen passenden Werkzeug die Tangente in A in der "Schnell-Version", tangente[A,f]   heißt 
der Befehl in GeoGebra. Siehe dir an, dass in jeder Stellung von A die auf obige Art 
konstruierte Tangente mit der vom Werkzeug erzeugten Tangente übereinstimmt.  Wenn du 
auch noch die Parabelöffnung variierst, kannst du ziemlich sicher sein, dass du wirklich die 
Tangente konstruiert hast. Für einen echten Beweis brauchst du mehr mathematisches 
Handwerkszeug, das du später lernst. 
 
2) Beweis mit Methoden der 
Analysis.  
 
 
 
 
 
 
3) Beweis mit Methoden der Algebra 

 

 
4) Beweis aus den Eigenschaften des "Bärenkastens" ist trivial, wenn man diesen kennt. 
Siehe  www.mathematik-verstehen.de  Bereich Analysis, Polynome im Affenkasten (Haftendorn) 
5) Beweis durch Scherung: Schert man die Parabel an der y-Achse mit dem Steigungswinkel 
der Geraden CE, also so dass  E auf die x-Achse fällt, dann bleibt die Parabel eine Parabel 
und A wird ihr Scheitel. Dann wird die konstruierte Parallele die Scheiteltangente und daher 
musste sie auch schon vorher Tangente sein. (Die Scherung ist eine einendeutige Abbildung.)   
6.) Beweis durch Betrachtung der Parabelkonstruktion mit der Leitgeraden. Dazu mehr auf 
obiger Website unter algebraische Kurven, Kegelschnitte, Parabeln. 
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Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de                7. März. 2008 

 
Parabel Definition mit der Leitgeraden 
Konstruktionsbeschreibung 

1. Gegeben ist eine "Leitgerade", hier waagerecht, 
und ein Punkt F außerhalb. 

2. A ist ein beliebiger Punkt auf der Leitgeraden. 
3. a ist die Mittelsenkrechte von FA. 
4. a schneidet die Senkrechte in a auf die 

Leitgerade in PA.  
5. Die Parabel ist der geometrische Ort von, wenn 

sich A auf der Leitgeraden bewegt.  (Ebenso ist hier noch PB erzeugt.) 
Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einem 
festen Punkt F und der Leitgeraden dieselbe Entfernung haben. 

 
Dass F die Ordinate p/2  hat, ist eine übliche Setzung. Aus dem Strahlensatz 
folgt dann, dass L die Ordinate –p/2 hat und H die halbe Abszisse von A. Damit 
ist die Gleichung der Parabel in der erwarteten Form hergeleitet. 

Gleichzeitig ist bewiesen, dass die Tangente die Steigung  
2x x x

2p 2 p
y ' := =   hat. 

Verfolgt man die Spur von a, so sieht man:  
Die Parabel ist die Hüllkurve aller Mittelsenkrechten  a. 
-------------------------------------- 
Führt man die Konstruktion noch für einen weiteren 
Leitgeradenpunkt B aus (sihe unten), so lassen sich 
noch andere wichtige Parabeleigenschaften herleiten:  
Das Dreieck AFB hat  die beiden Tangenten als 
Mittelsenkrechten. Es hat noch eine weitere 
Mittelsenkrechte, nämlich die Senkrechte c durch C auf 
die Leitgerade. Sie verläuft durch die Mitte D von AB. 
Damit gilt: 
Zwei verschiedene Tangenten schneiden sich immer an der "Mittelstelle" 
zwischen den Berührstellen. 

Die Mittelsenkrechte von FD schneidet c in M, M ist 
wegen FM=MD Parabelpunkt   und ms(FD) ist 
Parabeltangente. Betrachten wir das Trapez RSPAPB 
.SPA und MC sind gleichlang, denn die beiden 
Tagenten schneiden sich in der Mitte (s.o.)  Ebenso 
sind MC und RPB  gleichlang. Und das Trapenz mit 
diesen beiden  gesichert parallelen Seiten ist dann ein 
Parallelogramm, bei dem auch die beiden anderen 
Seiten parallel sind, d.h. die Sehne  PAPB ist parallel 
zur Tangente ms(FD).  Damit ist der Bärenkasten, 
d.h. RSPAPB  elementargeometrisch nachgewiesen. 
Speziell ist auch gezeigt, dass sie beiden 

Randtangenten die untere Kastenstrecke vierteln. 
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Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de            27.Dez. 2007 

 
Parabel und Dreiecke nach Archimedes, Beweis 

 
 
Es wurde für alle Parabeln schon gezeigt: Wenn C die Mitte der Sehne AB ist, dann ist die 
Tangente in M parallel zur Sehne. So entsteht das Parallelogramm ABLG. Es hat den 
Flächeninhalt kh. Die Worte "Flächeninhalt" und "Strecke" werden im Folgenden weggelassen. 
Damit gilt Dreieck ABM=kh/2. Dieses ist das Bezugsdreieck von Archmedes.  
Er schöpft die konvexe Parabelfläche von innen aus durch wiederholtes Ansetzen grüner 
Dreiecke und grenzt sie von außen ein durch die blauen Dreiecke.  
Genauer: P,N,O,M,D,F,H achteln LG. Nach dem Strahlensatz ist  damit HJ=PQ=FE=h/2 und 
FI=IE=NP=h/4. Damit gilt Dreieck EIA=EIM und MIA=2*1/2*h/4*k/4=kh/16 =MBR, also sind die 
grünen Dreicke zusammen kh/8 und damit ¼ so groß wie das Ausgangsdreieck ABM. 
Es ergibt sich also eine geometrische Folge von Dreiecksflächen mit dem Faktor ¼ .  
In moderner Schreibart heiß das: 1 1 1 1 4

12 2 2 314
4

1

1nn
Par kh kh kh

∞
=≥ ⋅ = ⋅ = ⋅

−
∑ .  

Als Eingrenzung von außen ergibt sich:  FGA=1/2*k/4*h=kh/8=NLB. Der nächste Schritt liefert 
DFJ=FID+FIJ=2*1/2*h/4*k/8=kh/32 und das ist wieder ¼ des vorigen Dreiecks. Es ergibt sich 
also auch hier  eine geometrische Folge von Dreiecksflächen mit dem Faktor ¼ . In moderner 
Schreibart heiß das: ( )1 1 1 1 4 2 1 4

18 4 4 3 3 2 314
4

1
2

1nn
Par kh kh kh kh kh kh kh kh

∞
=≤ − ⋅ ⋅ = − ⋅ = − ⋅ = ⋅ = ⋅

−
∑ .  

Vier Drittel des einbeschriebenen Dreiecks ergeben die Parabelfläche. 
In dem Parallelogramm nimmt die Parabelfläche zwei Drittel ein.  
Archimedes hat die Grenzwerte natürlich nicht auf die moderne Art ausgerechnet. Er sah die  
Parabelfläche als "innere Dreicke plus ein Sandkorn" und als "von äußeren Dreiecken  übrig 
gelassene Fläche minus ein Sandkorn". 
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  Abb. 1

Dörte HAFTENDORN, Lüneburg

Polynome im Affenkasten
Polynome nicht zu hohen Grades haben die überraschende Eigenschaft,
dass sie sich in Kästen oder äquidistanten Gittern einpassen. Im
Zusammenhang damit gelten auch viele schöne Flächenverhältnisse. Es
eröffnet sich die Möglichkeit, entdeckendes Lernen anzuregen und dabei
durchaus sinnvolle Experimente mit Computeralgebrasystemen zu
unterstützen. Der Scherungsgedanke führt zu eleganten Beweisen und
Verallgemeinerungen, einige Grundgedanken lassen sich auch bei anderen
Funktionenklassen anwenden. Ziel des Beitrags ist es zu zeigen, dass auch
in mathematischem Standardstoff außerordentliche Schönheit verborgen
ist, geeignet, die Freude an der Mathematik wach zu halten.
Vorbemerkungen  
Wenn Lernende in der Mathematik eigenständig tätig werden sollen, ist es
unerlässlich, dass sie ihre Vermutungen, Überlegungen und Entdeckungen
in Worte fassen können, mit Worten kann der kreative Prozess erst
eigentlich in Gang kommen.  Daher habe ich die “Affenkästen”, “Bären-
kästen” und “Pantherkäfige” für die Polynome eingeführt. Ein wenig stand
auch der mittelalterliche Gaukler Pate, der sein exotisches Tier im Käfig
präsentierte. Das Bild des Käfigs passt zu dem im Folgenden vorgestellten
gleichmäßigen Raster, dem sich die Polynome niederen Grades nicht
entziehen können. Die starke “innere Formbindung” kennt auch der
Ingenieur, der lieber zu Splines statt zum Interpolationspolynom greift. 
Affenkästen der Polynome 3. Grades 
Wendepunkt und Extrempunkt (falls vor-
handen) definieren eine Kastenzelle. Alle
Polynome 3. Grades mit Extrema haben
(bis auf Achsenstreckungen) den hier mit
ausgewählten Tangenten gezeigten
Graphen. Offenes Arbeiten wird schon
dadurch angeregt, dass kein Funktionsterm
und kein Koordinatensystem vorgegeben
wird1. Auch die Generalisierung muss nicht
vorweg angeregt  sein, sondern ergibt sich
als sinnvolles mathematisches Tun2.
1 Selbstverständlich sollen die gezeigten Rasterpunkte exakt erreicht werden und nicht
nur ungefähr.  Stets vermittelt das Raster exakte Information.
2 Insofern sollen fundamentale mathematische Arbeitsweisen angestrebt werden.
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Abb. 2

      Abb. 3

Scherung

Die Addition eines linearen Terms zu
einem beliebigen Funktionsterm bewirkt
eine Scherung des Graphen. Scherachse ist
die Parallele zur y-Achse durch die
Nullstelle der addierten Geraden. Inzi-
denzen, Teilverhältnisse und Flächen blei-
ben erhalten, aber auch Wendestellen und
der Grad der Polynome.

Daher gelten alle am geraden Affenkasten
gefundenen Eigenschaften auch an
schrägen Affenkästen. Die Rolle des
Extremums nimmt der Berührpunkt einer
beliebigen Tangente ein. Damit gibt es nun
zu jedem Polynom 3. Grades unendlich
viele solcher Affenkästen.

Es zeigt sich, dass die Scherung eine zu unrecht vernachlässigte Abbildung
ist. In den hier betrachteten Zusammenhängen wird sie auch bei anderen
Polynomen mit großer Wirkung eingesetzt. 

Es ist sehr ergiebig Flächen und Flächenverhältnisse zu betrachten. Das
kann hier nicht dargestellt werden [Ha]. 

Bärenkästen der Parabeln

Zu jeder Sehne einer Parabel existiert an
ihrer Mittenstelle3 die zu ihr parallele
Tangente. Diese Tatsache wird auch von
Physikern gern verwendet und ergibt sich
hier, wenn man sich die Sehne in
waagerechte Lage geschert denkt. Die vier
Zeilen des Kastens folgen aus (2r)2 = 4r2.
Besonderheit ist, dass die Randtangente
stets wie gezeigt den Rasterpunkt trifft. Das
hat zur Folge, dass sich die Tangenten an
der  Mittenstelle auf dem Doppelkastenrand
treffen. Das lässt sich sowohl durch
Ableiten, als auch durch Scherung zeigen.
Auch hier sind Flächenberechnungen und
ihr Vergleich mit der Kastenfläche sinnvoll. 
3 Das Wort “Stelle” wird konsequent für Abszissen (x-Werte) verwendet.



Abb. 4

Abb. 5

Archimedes hat die Fläche zwischen Parabel
und Sehne durch Ausschöpfung mit Dreiecken
bestimmt [Ha]. Heute ist die Integralrechnung
das angemessene Werkzeug, um zu beweisen,
dass die Parabel zwei Drittel des Kastens
einnimmt (Abb. 4).

Aus ihm folgt durch Betrachtung passender
Trapeze sofort die “Keplersche Regel”4

 ( )0 1 2( ) 4
6

b

a

b af x dx y y y−≈ + +∫
und damit ein direkter Bezug zu Anwendungen.

Pantherkäfig der Polynome 4. Grades

Polynome 4. Grades haben entweder
genau zwei Wendepunkte oder gar
keinen. Die beiden Wendestellen, so
vorhanden, definieren ein Gitter, auf
dessen äußeren Stangen die Wende-
tangenten den Graphen schneiden. Die
Flächen links und rechts zwischen
Wendetangenten und Graphen sind
gleich groß. Die Verbindung des
Wendepunktes mit dem Schnittpunkt
halbiert die betrachtete Fläche [Ha].

Wenn bei der Funktion f mit 4 31 1
12 6( ) ( )f x a x r x m x= − +

der Wendestellenabstand r ganzzahlig gewählt wird, lassen sich die
Schnittprobleme leicht lösen, obwohl sie vom Grad 4 sind. Dazu muss man
ausnutzen, dass die Wendestelle dreifache Nullstelle der Schnittproblem-
Gleichung ist. Natürlich lassen sich auch biquadratische Funktionsterme
gut handhaben. Eine Quergliederung bringt hier keine “guten” Ergebnisse
mehr. Die Formenvielfalt nimmt mit dem Grad der Polynome stark zu.
4 Die Bezeichnung “Fass-Regel” sollte man vermeiden, da Lernende leicht meinen,
man bestimme mit ihr ein Volumen. 
5 Der Name “Pantherkäfig” ist dem Gedicht von R. M. Rilke: “Der Panther” entlehnt.



Abb. 6 b

      Abb. 7

      Abb. 8

( ) kf x x=

:1k

Potenzfunktionen

Verbindet man einen beliebigen Punkt einer
beliebigen Potenzfunktion mit k>1 mit dem
Ursprung und längs der Tangente mit der x-
Achse, so teilt der Funktionsgraph das ent-
stehende Dreieck im Verhältnis .:1k
Beim ersten Erkunden sollte man mit  b=1 die
Rechnungen vereinfachen.

Varianten dieses schönen Zusammenhangs kann
man durch Addition eines linearen Terms (Scherung, s.o.) oder durch
Betrachtung von Wurzelfunktionen erhalten.

Eine besondere Exponentialfunktionenschar

Die durch  ( )2
( ) x

k x e kf = −

definierte Schar ist einschlägig bekannt.
Dennoch wird i.d.R. nicht das Augenmerk
auf Zusammenhänge gerichtet. 

Beachtet man, dass da eine verschobene
eSFunktion quadriert wird, so sind die
Berührnullstelle  ln(k)  und die Asymptote
in der Höhe  k2 klar. Erstaunlich ist, dass
die Wendestelle und die Schnittstelle mit
der Asymptote von der Nullstelle stets den
festen Abstand ln(2) haben (Abb. 7).

Die Wendetangente bildet durch ihren
Schnitt mit der x-Achse und der
Asymptote einen Kasten. Dieser hat die
feste Breite 2 und der Wendepunkt liegt immer auf der gezeigten
Viertelstelle (Abb. 8). Die Fläche des Kastens ist 2k2 und damit genau
gleich der links nicht begrenzten Fläche zwischen Asymptote und Graph.

Mathematische Besonderheiten und Schönheiten lassen sich vielfältig
entdecken.

Literatur und weitere Informationen

[Ha] Haftendorn: “Polynome im Affenkasten”,  www.doerte-haftendorn.de
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Euklid-Dynageo Extremwertaufgaben                              Mühle 
Prof. Dr. Dörte Haftendorn Uni Lüneburg        Datei muehle1ko.geo Juni 96 Feb.04

Aufgabe 
Mathilde will in einer
Mühle ein kleines Café
eröffnen. In dem kegel-
förmigen Dach der Mühle
soll nun ein zylindrischer
W a s s e r b e h ä l t e r  m i t
möglichst großem Volumen
aufgestellt werden. 
Das Dach hat eine Höhe von
6 m und unten einen
Durchmesser von 8 m. 
Welche Maße muss der
optimale Zylinder haben?

1.) Erkunde die Zusammenhänge der Aufgabe. 
Internetexplorer: Ziehe an Q, beobachte die Bahn von P
Euklid-Dynageo: Zeichne die Ortskurve von P. (Hauptmenü, Ortskurve, P klicken, Q ziehen) 

2.) Welche Grenzlagen kann der Zylinder einnehmen? 
3.) Liegt die Form, die maximales Volumen liefert, in der Mitte zwischen den Grenzlagen? 
4.) Von welchem Funktionstyp könnte die Volumenfunktion sein? 
5.) Welche optimale Form ergibt sich aus der Zeichnung?

6.) Stelle Formeln für die Zielgröße V und die Nebenbedingungen
auf. 

7.) Stelle eine Formel für die Zielfunktion V(d) auf.
8.) Bestimme das Maximum rechnerisch.
9.) Wie viel Prozent des Dachvolumens können auf diese Weise für

den Wasserbehälter genutzt werden.   Wie viel wiegt das Wasser
in dem Behälter dann? 

10.) Mathilde hat sich inzwischen die Maße des besten Zylinders
ausgerechnet. Die Firma, die den Behälter liefern soll, stellt in
dieser Größenordnung folgende Typen her:
A(d=6m, h=2m), B(d=5m, h=2m), C(d=5,2m, h=2m)  D(d=5,3m,
h=1,9m)
Welchen Typ soll Mathilde bestellen?

11.) Ist eine andere Form als ein Zylinder geeigneter? Berücksichtige aber, dass eine Sonderanfertigung, die sich
dem Dach genau anpasst, aus Kostengründen nicht in Frage kommt.  Gummiblasentanks werden bis zu einem
Inhalt von 10 m3 hergestellt. Man kann höchstens 2 Schichten Gummiblasentanks legen.  

12.) Verändere auch die Abmessungen des Mühlendaches. Was ändert sich an der Lösung?

Lösungen: Zielgröße  2V r h= π

Nebenbedingungen   
h R r
H R

−
=

R=4 m, H=6 m
Ergebnis  r=2,67m; h=2m; V= 44,68m3 

NB auflösen nach h und in Zielgröße einsetzen ergibt die
Zielfunktion

( )2 2R r HV V(h) r H r R r
R R
−

= = π = π −

Polynom 3. Grades, Nullstellen 0 (dopp.) und R, Extr.bei 2/3*R
Dies ist euk-muehle.wpd
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TI-92 Extremwertaufgaben                              Mühle 
Prof. Dr. Dörte Haftendorn Uni Lüneburg          Datei muehle.92a / muehletx.92t Juni 96 Okt.03

Aufgabe Mathilde will in einer Mühle
ein kleines Café eröffnen. In dem kegel-
förmigen Dach der Mühle soll nun ein
zylindrischer Wasserbe-
hälter mit möglichst
großem Volumen aufge-
stellt werden. 

Das Dach hat eine Höhe von 2,5 m und
unten einen Durchmesser von 3 m.
Welche Maße muss der optimale Zylinder haben?
Bemerkung: Das Pünktchenraster in den rechten Bildern
entspricht dem Karopapier, der Abstand bedeutet hier
0,5m. Rechts ist als Variable der Durchmesser gewählt.
Die Stange unter Q gibt das Volumen wieder. Die Höhe
des Zylinders ist links eingetragen.

Erkunde die Zusammenhänge der Aufgabe. 
Welche Grenzlagen kann der Zylinder einnehmen? Liegt
die Form, die maximales Volumen liefert, in der Mitte
zwischen den Grenzlagen? 
Von welchem Funktionstyp könnte die Volumenfunktion
sein? 
Welche optimale Form ergibt sich aus der Zeichnung?

Stelle Formeln für die Zielgröße V und die Nebenbe-
dingungen auf. 
Stelle eine Formel für die Zielfunktion V(d) auf.
Bestimme das Maximum rechnerisch.
Wie viel Prozent des Dachvolumens können auf diese
Weise für den Wasserbehälter genutzt werden. 
Wie viel wiegt das Wasser in dem Behälter dann?

Mathilde hat sich inzwischen die Maße des besten
Zylinders ausgerechnet. Die Firma, die den Behälter
liefern soll, stellt in dieser Größenordnung folgende
Typen her:
A(d=2m, h=0,8m), B(d=1,9m, h=1m), C(d=1,8m, h=1m)
D(d=2,1m, h=0,75m)
Welchen Typ soll Mathilde bestellen?

Ist eine andere Form als ein Zylinder geeigneter?
Berücksichtige aber, dass eine Sonderanfertigung, die
sich dem Dach genau anpasst, aus Kostengründen nicht
in Frage kommt.  Gummiblasentanks werden bis zu
einem Inhalt von 2 m3 hergestellt.

:Muehle

 :In das kegelfoermige Dach einer 
 :Muehle soll ein zylindrischer Wasser-
 :behaelter mit maximalem Inhalt 
 :eingebaut werden.
 :Fuer Q ist der Trace-Modus einzu-
 :schalten, P ist zu ziehen oder zu
 :animieren. Rechts wird die Volumenfkt
 :ueber dem Durchmesser gezeichnet.
 :Ha 5|96

Apps 9 9 Enter 9÷muehletx Enter Enter

Die Hantierungen mit dem TI-92 werden dir
auf dem Zettel Anleitung erklärt.

Dies ist ticabri-mühle.wpd
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TI-92 Extremwertaufgaben                            Hühnerhof
Dr.Dörte Haftendorn Johanneum          Datei huehner.92a / huehnert.92t 29. Juni 1996

Aufgabe   
Mathix hat noch 20 m
Maschendraht übrig. Er
möchte damit an der
Scheunenwand e inen
möglichst großen recht-
eckigen Hühnerhof ein-
zäunen. 

Welche Maße soll er für Länge und Breite wählen?
Bemerkung: In den rechten Bildern ist U=4,66 statt 20.
Lade das Programm huehner wie auf dem Zettel
Anleitung beschrieben ist. 
Schalte auch für Q den Spurmodus mit F7 2 ein.
Animiere P mit F7 3 . 
Rechts ist als Variable die Höhe gewählt, die Stange
unter Q gibt den Flächeninhalt wieder.
Mit der Taste F7 1:Hide/Show kannst du ansehen, wie
die Zusammenhänge hier geometrisch mit Kreisen
übertragen sind. Der Flächeninhalt ist aber mit F4 9 als
Maß übertragen. Mit F1 Enter wird wieder in den
normalen Bildschirm umgeschaltet.
Ausführlichere Aufgabenstellung:
Erkunde die Zusammenhänge der Aufgabe. 
Mache dir klar, daß mit jeder Wahl der Breite AP eine
bestimmte Höhe und damit auch ein bestimmter Flächen-
inhalt des Hühnerhofes  festliegt. 
Welche “unsinnigen” Hühnerhof-Formen ergeben sich
als Grenzfälle? Liegt die Form, die  maximale Fläche
liefert, in der Mitte zwischen diesen Grenzlagen? 
Von welchem Funktionstyp könnte die Flächenfunktion
sein? 
Welche optimale Form ergibt sich aus der Zeichnung?
Kann man jetzt schon eine sichere Aussage machen?

Stelle Formeln für die Zielgröße F und die Nebenbe-
dingung auf.
Stelle eine Formel für die Zielfunktion F(h) auf.
Bestimme das Maximum und die optimale Form
rechnerisch.
Versuche, die Aufgabe mit beliebigem U zu lösen.

Kann Mathix in der Bauernzeitung unter der Rubrik Gute
Tips eine brauchbare Regel für solche Fälle angeben?

 :Huehnerhof
 :Aufgabe Fester Umfang U=4.66
 :Man kann U variieren, fuer groessere 
 :U liegt aber das Extremum nicht mehr
 :auf dem Bildschirm.
 :Die untere Waagerechte ist die Wand,
 :an die 3 Seiten eines rechteckigen 
 :Huehnerhofs gebaut werden sollen.
 :Welche Masse hat der Hof mit maxima-
 :ler Flaeche?
 :Schalte fuer Q den Trace-Modus ein.
 :Bei Animation von P wird rechts die
 :Flaechenfkt. in Abhaengigkeit von der 
 :Hoehe gezeichnet. :Ha 5/96
Apps 9 9 Enter 9÷Huehnert Enter Enter

Aufgabenvariation:
Bauer Frühauf will am Fluß 30m2 einer
Wiese als Weide für drei Ziegen einzäunen.
Welche rechteckige Form muß die Weide
haben, damit er möglichst wenig Ma-

s c h e n d r a h t
braucht?
Dies ist ticabri-huehner.wpd
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TI-92 Extremwertaufgaben                   Glasrest
Prof. Dr. Dörte Haftendorn Uni Lüneburg          Datei glasrest.92a / glasretx.92t Juni 96 Okt.03

Aufgabe: Mathix will aus einem
dreieckigen Glasrest  eine
möglichst große rechteckige
Scheibe ausschneiden. Es kommt
ihm auf möglichst großen
Flächeninhalt an. 
1) Mache dir klar, dass Mathix für
jede Lage von P auf der schrägen Kante eine Scheibe
bestimmter Form erhält, die ihren Flächeninhalt hat. 
Diesen Zusammenhang zeigt das Geometrieprogramm
glasrest. 
2) Wähle a=4 und b=6. Zeichne einige mögliche
Scheiben, bestimme ihren Flächeninhalt und stelle
ebenso den Zusammenhang graphisch dar. 
3) Welche Abmessungen  die optimale Scheibe haben? 
Beantworte dies für dein Beispiel, das Beispiel des Geo-
metrieprogramms und möglichst allgemein.
4) Kann Mathix einen
größeren Flächeninhalt
erhalten, wenn er die
Scheibe anders legt?
5) Für das Kirchen-
fenster, das Mathix in
Arbeit hat, kann er auch
halbkreisförmige Schei-
ben gebrauchen. Sollte
er den Glasrest lieber für eine Halbkreisscheibe mit
möglichst großem Flächeninhalt verwenden?
Konstruktionsbeschreibung Mit einigen zusätzlichen Bezeichnungen.

1. Erzeuge die untere Waagerechte u : 
F2 4:Line, Cursor li unt.S, Enter ÷Enter

2. Erzeuge die linke Senkrechte s:  F4
1:PerpendicularLine  Enter, zu A, bis  Thru This Point
erscheint, zu u, bis Perpendicular to This Line
erscheint Enter
3.Definiere die Hypothenuse AB als Strecke: 

F2 5: Segment, oben auf Senkrechte s zeigen, bis
on This Line erscheint, Enter ÷ 9 mit dem
entstehenden Strich zu Waagerechten u, bis
wieder on This Line erscheint, Enter.

4. Erzeuge P auf AB: F2 2:Point on Object, zur 
Hypothenuse, bis on This Line erscheint,Enter. 
Diese beiden Schritte gewährleisten,  P später bei der
Animation nur auf der Hypothenuse wandern kann.
5. Lote von P auf u und s: Verwende F4 1.
6. Definition des Rechtecks: F3 4:Polygon, zu P Enter,
dann zu den anderen Pkt. und zu P zurück. Jedesmal
Enter.

:Glasrest
 :Aus einem dreieckigen Glasrest soll
 :eine rechteckige Scheibe moeglichst
 :grossen Inhalts ausgeschnitten werden.
 :Fuer Q ist der Trace-Modus einzu-
 :schalten, P ist zu animieren
 :Dann wird rechts die Flaechenfkt.
 :gezeichnet.
Dieser Text ist auf dem Ti-92 im Ordner Klasse11 Apps 9:Texteditor 9 open
Enter
Folder: Klasse11   9 glasretx (ggf. mit ÷, 9wählen) Enter

Hilfen für den Spurmodus, zum Markieren,
Ziehen und Animieren findest du auf dem
Zettel Anleitung.
Fortsetzung der Konstruktionsbeschreibung:
7. Messen der Rechtecksfläche: F6 2:Area .
Zu einer Polygonkante, bis  This Polygon
erscheint, Enter.
8. x definieren und messen: Mit F2 5 die
Strecke x definieren und mit F6 1 messen.
9. Die beiden Maßzahlen besser plazieren:
F1 Enter, zur Zahl, bis This Number
erscheint, Enter, 7 drücken und halten, mit
Cursor øù die Zahl verschieben.
10. Auf u einen Koordinatenursprung O frei
setzen mit F2 2.  
11. x eintragen: F4 9 , zur Zahl bis This
Number erscheint, Enter, zu O, Enter. Die
entstehende gestrichelte Linie auf u plazieren,
Enter.
12. Dort mit F4 1 eine Senkrechte errichten
und mit F4 9 die Flächenzahl abtragen. So
entsteht Punkt Q, dessen Spur die Flächenfkt.
zeichnet. Dies ist ticabri-Glasrext.wpd
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TI-92 Extremwertaufgaben       Anleitung 
Dr.Dörte Haftendorn,  Johanneum                                   Verzeichnis klasse11 29. Juni 1996
Aufgabe auswählen
Wähle Mode Current Folder ÷ klasse11 .
Wähle Apps 8:Geometry  2:Open Enter
Der Ordner     klasse11    ist schon gewählt. 
Tippe  9 ÷, um alle vorhandenen Aufgaben zu sehen. 
Wähle die richtige mit 9 Enter , warte, bis sie angezeigt
wird.
Für Q Trace-Modus einschalten 
Tippe F7    2:Trace On/off    Enter 
Bewege den Cursor auf Q bis This Point erscheint, 
Enter
Bemerkung: Trace heißt Spur, nun ist eingeschaltet, daß
Q beim Bewegen eine Spur hinterläßt.
Man kann für mehrere Objekte gleichzeitig den Spurmo-
dus einschalten. 
Grundsätzlich kann man nun den oft P genannten Punkt
entweder ziehen oder animieren. Ziehen ist etwas
einfacher, animieren ist meist eindrucksvoller . Man kann
auch mit dem Werkzeug F4 8 A Locus erst Q und dann
P anwählen. Es erscheint sofort die ganze Kurve. 
Markieren eines Objektes
F1 Enter     Damit wird der Pointer aktiviert.
Bewege den Cursor zu dem Objekt, das markiert werden
soll, und zwar solange bis This Point oder This Segment
 ..oder was man markieren wollte. erscheint. Dann tippe wieder Enter.
P ziehen 
Markiere P.  Tippe auf   7 -Taste und halte sie gedrückt,
bewege den Cursor. Bei diesem Aufgabentyp wandert P
entlang seiner “Wanderlinie”, das ist das Objekt, auf dem
P definiert ist. Meist ist das eine Strecke oder ein Kreis. 
P bewegt sich, solange du   7 hältst und die
Cursortasten  betätigst.
P animieren
Tippe   F7 3:Animation  
Bewege den Cursor auf P bis THIS POINT erscheint, ENTER.
Tippe auf   7 und halte   7 gedrückt, bewege  7 mit
øù  etwas entlang der Wanderlinie. Laß los. Rechts
unten erscheint   BUSY  und dann startet P von allein.
Das animierte P kann man mit Enter anhalten.
Grundsätzliche Augabenstellung
Beobachte, in welcher Weise die Bahn von Q von der Lage von P
abhängt. Für welche Lagen von P ergeben sich höchste oder tiefste
Lagen von Q?
Information Auf dem Ti-92 steht ein Text, der das Nötigste über die
Aufgabenstellung sagt. Sein Name ist fast derselbe wie der des
Programms, nur mit tx am Ende.    Apps 9:Texteditor 9 open Enter
Folder: Klasse11   9   Name mit ÷, 9wählen   Enter
Tip Bei den Programmen wird von allein der letzte Bildschirm
gespeichert. Daher muß man entweder Kopien mit einer guten
Ausgangssituation haben, oder eine solche am Ende stets wieder
herstellen.

Kurzanleitung für eigene neue geo-
metrische Extremwertaufgaben:
Geeignet sind Aufgaben, bei denen die
Zielgröße ein geometrisches Maß ist: (Länge,
Winkel, Fläche, Volumen).
1. Verankere die Nebenbedingung NB
geometrisch. 
2. Konstruiere die Figur unter Verwendung
der NB. Setze  evt. F5 1 oder F4 9 ein.
3. Miß die variable Größe (das Maß) mit F6.
4. Berechne oder miß die Zielgröße 
Fkt(Maß). Verwende evt. die Meßwerkzeuge
in F6 (Länge, Fläche, Winkel, Steigung) und
dann evt. F6 6,  den Rechner.
6.  Stelle ein “Koordinatensystem” her. Trage
nach rechts mit F4 9 das Maß aus 3. ab.
Errichte dort mit F4 1 eine Senkrechte, trage
auf ihr mit F4 9 das Ergebnis aus 4. ab. 
Der so entstandene Endpunkt ist Q, der
Punkt, dessen Spur die Kurve zeichnet, deren
extremaler Wert gesucht ist.Dies ist ticabri-extremwert.wpd

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext
Im Web www.mathematik-verstehen.de sind die interaktiven GeoGebra-Dateien 
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muss für TI Nspire nur wenig verändert werden.
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  Diese Extremwertprobleme sind
zumeist mit TI Nspire gelöst , Seiten anschließend
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extremwert-tcp.tns 1 von: 3

Extremertaufgaben Übersicht

1.1

FA 46 47 Rechteck, U min, F max

2.1

FA 46 47 Rechteck, U min, F max

2.2

FA 46 47 Rechteck, U min, F max

2.3

FA 46 47 Rechteck, U min, F max

2.4

FA 46 47 Rechteck, U min, F max

2.5

FA 48 Quader, Ob min

3.1

FA 48 Quader, Ob min

3.2

Haftendorn
Schreibmaschinentext
Im Web sind pdf-Dateien in Vorlesungsgröße, bei denen jedes Rechteck eine Seite ist.
Ebenso befinden sich dort die TI-Nspire *.tns-Dateien, die interaktives Arbeiten zulassen.
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FA 48 Quader, Ob min

3.3

FA 49 "Glasrest"

4.1

FA 49 "Glasrest"

4.2

FA 49 "Glasrest"

4.3

FA 49 "Glasrest"

4.4

FA 49 "Glasrest"

4.5

FA 49 "Glasrest"

4.6

FA 49 "Glasrest"

4.7
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FA 49 "Glasrest"

4.8

FA 49 "Glasrest"

4.9

FA 50 Vari-Glasrest

5.1

FA 50 Vari-Glasrest

5.2
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Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de               30. Juni 2009 

 
Extremaler Abstand eines Punktes von einem 
Funktionsgraphen, hier A=(5; 6) von der Normalparabel 

 
 

 

      
Betrachtet man bei einer Extremwertaufgabe das Quadrat der Zielfunktion, so muss man 
aufpassen: Die Quadratfunktion hat an jeder Nullstelle der Zielfunktion ein Minimum, auch 
wenn vorher dort kein Extremum war. Minima im negativen Bereich werden durch das 
Quadrieren zu Maxima. Daher lohnt sich die Methode nur wenn die Zielfunktion von der Sache 
her im interessanten Bereich positiv ist. 
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Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Mathematik Lehramt            15. Juni 2006 
 
A) für Schüler ohne GTR oder CAS  

Gegeben ist f mit 
4 3 21

4( ) ( 12 54 112 69)f x x x x x= − + − + −
 

Geben Sie begründet den Gesamtverlauf von f, f' und f'' an. 
Untersuchen Sie f '', schließen Sie daus auf f ' und dann auf f. 
Zeichnen Sie wie üblich die Graphen von f,f' und f'' untereinanderund beziehen 
Sie die formgebenden Punkte aufeinander. Mathix sagt "Plattpunkt" zu einem 
der gefundenen Punkte. Was meint er damt? Definieren Sie "Plattpunkt" 
entsprechend. 
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ungeschickt, besser unten!
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Sekanten müssen durch 
das Extremum verlaufen

Haftendorn
Schreibmaschinentext
f : R --> R 

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext



Haftendorn
Schreibmaschinentext
Ein abgeschlossenes Intervall hat ein Intervall als Bild. Darin ist das Intervall [f(a) , f(b)] 
enthalten. O..B.d.A sei. f(a)<f(b). z sei aus diesem Intervall. Es gibt in hinreichend kleiner Umgebung von z  Folgen von Funktionswerten, die gegen z konvergieren. Damit ist auch z selbst Funkrionswert.
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Anmerkung: wäre
f: Q --> Q, dann könnte man dieses Argument nicht verwenden, da nur in R alle Folgen gegen ein Element aus R konvergieren.
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mit f ' (x dach)= Steigung der Sekante 
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Grammatik!!!
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Grad 3
Gesamtverlauf  3.Q --> 1.Q.
Also links Max, rechts min
siehe unten
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nicht empfehlenswert, leider üblich

Haftendorn
Schreibmaschinentext
dies ist besser

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext



Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext
Achtung 
nicht nur Terme sondern f(x)=....
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Siehe auch Poly4 mit Plattstelle beir "Kurvendiskussion"
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ausf. Seite unten
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Funktionen aus Bausteinen 
erkennen und Schlüsse daraus ziehen.
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Als Vorschau!!!!
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Vorsicht, Quadrieren kann zusätzliche Extrema bringen!
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Hierzu folgt die Aufgabestellung unten.
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Es lcönnen hier Aussagen iiber Potenrfuiiktio~ien von1 Grad k trrit E;>\ gemacht werden. 
Folgerungen ergeben sich über solche Polynonle, die aus diesen Poterizfunktioneri durch 
Addition eines linearen Terms entstehen Für O.<k:! gelten die gespiegelten Verhältnisse. Bei 
k<O entstehen bekanntlich ganz andei-e Grapl~err, die eine direkte Ubertragung nicht erlauben. 

V.Ae Reine Potenzfunktion vom Grad k , k>l  

Funktionen JnUt f (X) = X und k>l bilden 
mit der x-Achse und der Geraden X-b eine Fläche 

r k  - 1 
U der Größe - . Die Tangente irn Punkt P 
k + l  

k - 1  
schneidet die x-Achse an der Stelle - b, d.h. 

k 
der Abstand dieser Nullstelle von b verhält sich zu 
bwie k :  1. 
Diese Tangente bildet mit der Tangente im 
Ursprung das Flächenstück F (dunkelgrau). Das 
konvexe Parabelsegment habe den Inhalt K 
(hellgrau). Aus elemedaren Integrationen ergibt sich: 

K und F stehen im Verhältnis k : 1 
- .- - .. .- .......- ......................_.............................................. ............ ....... _ ............................................................. ~ . - : 7 . ~ . ~ . ~ . - : : =  ................. - 

V.B. Gescherte Potenzfunk- 
tion vom Grad k , k>l 
Dieselben Flächengrößen und dieselben 
Längenverhältnisse gelten auch für gescherte J 

Potenzfunktionen. Hier wurde durch Addit~on der 
Geraden y = m x mit der y-Achse als Scherachse um 
den Schenvinkel a mit tan a= m geschert. 

-7 

Für ganzzahlige k haben die Polynome f mit 
f(x) = X m X bei ungeradem k im Urspnmg - 

eine11 Weiidepunkt, bei geradem k eine Plattstelle3. Die 
eine ~ a n ~ e n &  muss durch diesen besonderen Punkt -'." 

gehen, die andere Tangente ist beliebig. Dann gilt das 
angegebene Flächenverliältnis k : 1 . 
Auf Wendetangenten anderer Polynome läßt sich das 

i 
Ergebnis nicht übertragen, wie am Ende von IV. gezeigt wurde. Für nicht-gaiizzahlige k ist f nur für 
nichtnegative x definiert und eine Fortsetzung nach links ist nicht möglich. Dennoch gelten auch in diesen 
Fällen die angegebenen Flächenverhältnisse. 

3 Das ist eine Nullstelle der 2. Ableitung, bei der die 2.Ableihmg nicht das Vorzeichen \vechselt. 
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Polynome im Affenkasten Seite 14 Ha September 1995
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Übersicht über die "Zeltflächen"-Verhältnisse bei den Potenzfunktionen.
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Formel für Integration von
Differenzflächen
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Vorschlag zum Üben!
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Lernheft zur Klausurvorbereitung
so ein Heft nützt nur, wenn man es selbst!!!!!!
schreibt.
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und 2. Grades
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