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| Vorbemerkungen

|.A. Wie es zu dem Namen kam

In diesem Aufsatz geht es darum, dass Polynome in Kdasten mit gleichméiiigen Abstanden
eingezwangt sind, dass sie keine Freiheit haben, an anderer Stelle Punkte zu erreichen, als es
das Gesetz des Kastens erlaubt. Wenn ich also ein Polynom zeigen will, so présentiere ich es in
seinem Kaéfig. Das erinnert sehr an die Gaukler und Bader des Mittelalters, die Affen, Béaren
und andere Tiere in Schaukafigen oder an Ketten auf den Marktplatzen dem staunenden
Publikum vorfihrten.

Ein wenig "exotisch™ sind die Polynome fiir die Schler ja schlieflich auch. Sollen dann im
folgenden die Phdnomene erkundet, beschrieben und begriindet werden, so hat man in dem
Begriff des "Affenkastens” ein wahrhaft griffiges Wort, das alle Redeweisen vereinfacht und
anschaulich macht. "Anschauung” ist wohl tberhaupt die unerlaBliche Grundlage fir wahres
Verstehen und kreatives Arbeiten. Ein ganz wesentlicher Unterschied besteht allerdings zu den
Schautieren des mittelalterlichen Gauklers. Fir sie bedeutete die Entfernung von Kasten und
Kette die Freiheit, Polynome aber stehen unter dem Gesetz des Kastens, auch wenn ihn niemand
sieht.

|.B. Vorschau

Die erste zentrale Erkenntnis bezieht sich auf Polynome 3.Grades mit [
drei Nullstellen, die symmetrisch zum Ursprung sind. Fur sie existiert /
ein Affenkasten. Damit ist gemeint, dass die Kurve die Werte von //
relativem Maximum und Minimum genau in der doppelten Extrem- |/
stellenentfernung wieder erreicht. Dazu gehort auch, dass sich wichtige | . /
Tangenten auf bestimmten Stellen des so definierten Kastens treffen.
Weiterhin gelten besondere Flachenverhéltnisse. Diese Beobachtungen
gelten aber fir jedes Polynom 3. Grades mit Extrempunkten. Durch :
Scherung (oder Subtraktion einer Geraden) entstehen schrage Affenkdasten, in denen die
entsprechenden Beobachtungen zu machen sind. In diesen Fall sind auch die Polynome
3.Grades ohne Extrempunkte einbezogen.

Es ist nicht verwunderlich, dass man nun auch an Parabeln' besondere,
=

auf einen "Bérenkasten™ bezogene Eigenschaften findet. Hier kann
sogar die Parabel durch Scherung und Translation in sich selbst
Ubergehen, so dass viele erstaunliche Eigenschaften des schrégen
Barenkastens ihre einfache Entsprechung beim geraden Barenkasten
haben.
Polynome 4.Grades haben bekanntlich schon
eine groRere Formenvielfalt. Fur alle aber, die * s
tberhaupt einen Wendepunkt haben, lasst sich | . ///
dennoch der "Pantherkéfig" angeben. Fur das || )
nebenstehende Wendetangentenproblem reicht \ ~
es seine senkrechten Stangen zu betrachten. ¥ A
Allgemeine Potenzfunktionen und ihre gescherten
Varianten zeigen in einem dreieckigen Zelt ihre Potenz
als Flachenverhéltnis.

! Das Wort Parabel wird ausschlieRlich fiir Polynome 2.Grades verwendet.
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1.C. Ziele

Schon lange bevor Computer-Algebra-Systeme auf Computern oder Taschenrechnern in der
Lage waren, die Rechnungen fiir eine iibliche Kurvendiskussion schuell und exakt auszutihren,

war es unertraglich, wenn Schiller jede Aufgabe als neues Problem auffassen soliten. Heute aber
ist es unerlaflich, dass wir betbringen, was man bel einem Polynom bestimmten Grades erwarten
kann und was nicht gelten kann. Nur so kénnen wir eine sklavische Abhiingigkeit von der
Maschine verhindern. All zu leicht ist man in der Gefahr, die Deutung von einem Graphen mit
unzuldnglichen Grenzen oder unpassender Skalierung aus zu versuchen. Durch den
Affenkastenbegriff wird eine Vertrautheit mit Polynemen ermoglicht, und diese ist eine
wichtige Voraussetzung fiir wahres Lernen.

Dartber hinaus eroffnen die angeregten Fragestellungen die Méglichkeit, von Hand oder mit
Hilfe von Computer-Algebra-Systemen, Zusammenhinge selbst zu entdecken, weitere Ideen und
Vermutungen zu verfolgen und so zu mathematisch kreativem Arbeiten zu gelangen.
Grundlegendes mathematisches Vorgehen wird demonstrierbar, wenn die besonderen
Verhiltnisse bei den schrigen Kiésten in beliebiger Lage mit Scherung und Translation auf die
leichter beweisbaren geraden Falle in Normallage zuriickgefihrt werden.

I. Polynome 3.Grades

1I.A.l.a Gerader Affenkasten in Ursprungslage

Als Einstimmung kann zunichst die
Funktion f mit f(x)= = x (x? - 3 )

untersucht werden.

Sie hat ihre Extremstellen bei x,= £1, die
Extremwerte sind y = 7 1 , die Nullstellen
sind x,= v3 . Die in diesem Zusammen-
hang entscheidende Eigenschaft ist, dass
J(2)=1 und f{-2)= -1 ist, so dass also ein
Raster in der gezeichneten Art moglich
ist. Dieses Raster soll im folgenden
" Affenkasten” heiflen. Die in den beiden
zuletzt genannten Punkten Rl und Rr, den
“Randpunkten” von f,  gezeichneten
Tangenten treffen die Wendetangente auf
der oberen, bzw. unteren Affenkas-
tenstange und zwar an den Stellen

x= :E%. Verbindet man die so

entstandenen Punkte Q1 und Qr mit der Mitte des jeweiligen Kastenrandes, so erhalt man
Parallelen zu den Tangenten in den Nullstellen (gestrichelt eingezeichnet). Letztere treffen den
oberen (bzw. unteren) Kastenrand sicher an irrationalen Stellen, da die Nullstelle irrational, die
Steigung aber rational (hier m= 3) ist. Diese Steigung ist ibrigens das (-2)-fache der
Wendesteigung, denn hier kann leicht ein Steigungsdreieck mit gleicher Hohe und doppelter
Breite fiir die Wendetangente im Vergleich zu einem Steigungsdreieck fiir die Parallele der
Nullstellentangente eingezeichnet werden.
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Ubertragung auf beliebige ursprungssymmetrische Polynome 3.Grades mit Extrema
Klar ist, dass alle Verhaltnisse (und Inzidenzen) gleichbleiben, wenn man diesen Kasten mit dem
Faktor breife waagerecht und dem Faktor hohe senkrecht streckt. Das Kastenraster geht dann
von 1.1 in breite : hohe Uber und alle Aussagen gelten entsprechend. (Das ist unten auch
ausformuliert.) Dass man auf diese Art alle ursprungssymmetrischen Polynome, die Extrema
haben, erfasst, kann auf zwei Wegen gezeigt werden. Dabei werden durch
f(x)=ax ( x? - b )mit @#0 und b>0 samtliche solche Polynome 3. Grades beschrieben.
1.Weg: Man bestimmt alle genannten Eigenschaften fiir die Funktion mit den Parametern a und

b auf direktem Weg neu. Es ergibt sich breite = & und hohe = 2_ab@ . Dieses Vorgehen
V3 343

bietet sich meist an. Man bt den Umgang mit Termen oder setzt ein Computer-Algebra-System

ein. Der 2. Weg braucht zum Auffinden der Faktoren den Anfang dieses Weges als Vorlauf.

— — b b s
2.Weg: Durch x - x = breitex = —"/E -x und y ~ y = hbhey = ZaT_«/_—_ -y wird die

A e
affine Abbildung direkt angegeben. Funktionsgleichungen y = f(x) gehen dann iiber in
7 = hohe: f(—*—) Damit wird y = f(r)= ~ x (x2 - 3 ) auf

breite 2

g2 LB (3 gn 5y b (3
332 J5 b 3 b
abgebildet. g.e.d.

¥ -3)=ax(x?-b)

1
f(x)= & x(x*? - b)Y mit a=-, b=3,Tangente bei r=1
elten viele 2. F2 =) 1
Es gelten auch vie f{é«}:é&xfmgr
schone Fliachen- - -
S leni ) T
verha tnlsse m flw)= 2 wiw'f = bl mic as-, bt Tangerme bei =1
Affenkasten. t
Es ist
. b
¥ = breite = £

N

und hohe = 2 a 3.

Sie lassen sich aus den

hier angegebenen
Grofen schlieBen. Es

gibt sehr viele .
Moglichkeiten.

Besonders hiibsch ist i
das folgende Flichen-
verhaltnis:

,

Zelle = "
2ar’™4 15| i
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M.A.1.b  Gerader Affenkasten in allgemeiner Lage
Es ist klar, dass beim Verschieben der obigen Funktion wieder alle
Verhaltnisse und Inzidenzen gleichbleiben. Dabei wird der Wendepunkt
das Zentrum des Affenkastens. Zu zeigen bleibt, dass dadurch alle
moglichen Polynome 3.Grades mit Extrempunkten erfalit werden. Es
gehort aber wohl zu den oft im Unterricht behandelten Erkenntnissen,
dass alle Polynome 3.Grades punktsymmetrisch zu threm Wendepunkt
sind. Dann bleibt nichts mehr zu zeigen.

‘Der m.E. sinnvollste Beweis dieser Erkenntnis benutzt die Tatsache,
dass eine Parabel die Ableitung des allgemeinen Polynoms 3.Grades ist. Aufgrund ihrer
Symmetrie ist dann auch die Aufleitung (jede Stammfunktion) punktsymmetrisch zu ihrem
Schnittpunkt mit der Parabelachse.

Die Parabelachse verlduft aber durch den Wendepunkt (per def)).

ILA.2 Tangenten-Flichenfragen

Die Frage nach der Flache, die ein Polynom mit einer /
Tangente einschlieBt, ist eine hédufige und sinnvolle m / /
Aufgabenstellung. Die Differenzfunktion, iiber die dann

integriert werden muss, hat den Grad des gegebenen

Polynoms und die Berithrstelle als doppelte Nullstelle.

Dabher lassen sich bei Polynomen bis zum Grad 4 andere
Schnittstellen mit der Tangente -falls {iberhaupt vorhanden-
immer mit dem Homerschema oder mit algebraischer
Division berechnen. Wie in diesem Bild ersichtlich, tbertragen sich aber bei Polynomen
3.Grades die fiir die Differenzfunktion bewiesenen Affenkasteneigenschaften, so dass klar ist,
dass die Schnittstelle von der Wendestelle genau doppelt so weit entfernt ist wie die gegebene
Berithrstelle. Die Wendestellen stimmen iberein, da der lineare Term der Tangente keinen

EinfluB} auf die zweite Ableitung hat.
ILA.3 Schriger Affenkasten

Es zeigt sich (zum Beweis s. IL.B.), dass auch alle anderen
Erkenntnisse am geraden Affenkasten auf einen schrigen
Affenkasten tibertragbar sind. Dabei iibernimmt die Parallele
zur gegebenen Tangente durch den Wendepunkt die Rolle
der x-Achse.

Der Abstand dieser beiden Geraden, gemessen parallel zur
y-Achse, legt die Rasterhohe des Kastens fest. Die Breite r
ist, wie oben schon gezeigt, durch die Entfernung
Wendestelle-Beriihrstelle bestimmt. Insbesondere hat die in

1
£{x)= & x(x*2 - b) mit a=-, b=3,Tangonte bei r=0.8
2

/

der oben genannten Aufgabe gesuchte Flache zwischen der

Tangente und dem Polynom 3. Grades stets den Inhalt

27
-4— art , wobei a der Koeffizient von x? ist.

/7
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Weiterhin gelten alle dem Bild auf Seite 3 entnehmbaren
FlachengroBen (nicht nur Flachenverhaltnisse).

Schrage, durch Tangenten "aufgespannte” Affenkisten gibt
es auch fiir Polynome 3 Grades ohne Extrema.

Damit ist der Affenkastenbegriff fiir

siimtliche Polynome 3. Grades sinnvoll.

1I.B Scherung und andere Beweisgedanken

Der mathematisch eleganteste Beweis ist wohl zu zeigen, dass es eine Scherung gefolgt von einer
Translation gibt, die den geraden in den schrigen Affenkasten iberfihrt. Dann sind die
Flachentreue und Teilverhéltnistreue gesichert. Nun ist aber die Addition eines linearen Terms
mx  zueinem Funktionsterm stets als Scherung der Funktion mit der y-Achse als Scherachse
und dem Scherwinkel o mit tan « = m auffassbar. Wird zur Differenzfunktion die Tangente
y=mix+k wieder addiert, so geht sie also durch Scherung und senkrechte Verschiebung um
k in das Polynom iiber”. Da dabei die doppelte Nullstelle der Differenzfunktion in die Tangente
iibergeht, wird auf diese Weise der gesamte Affenkasten iibertragen.

Selbstverstindlich ist es als Alternative auch moglich, die Eigenschaften des schrigen
Affenkastens direkt herzuleiten. Dieses Vorgehen bietet sich an, wenn man sie zunéchst an
Beispielen entdeckt hat. Dass dieses auch in der Schule rechnerisch bei Polynomen bis zum 4.
Grad stets moglich ist, wurde in 11 A.2 gezeigt. Fiir aligemeine Nachweise zeigen die Computer-
Algebra-Systeme ihre Kraft.

I1.C Zusammenfassung

Die Polynome 3.Grades zeigen also einen sehr starken Formzusammenhang, der iiber die
bekannte Wendepunktsymmetrie noch weit hinausgeht. Da man die vier frei wéhlbaren
Parameter der allgemeinen Gleichung durch Angabe eines Wendepunktes und eines
Extrempunktes schon vollstindig festlegt, ist klar, dass nun keine Freiheit mehr bleibt. Dass aber
die so definierte Funktion und wichtige Tangenten in einen Kasten mit gleichmaBigem Gitter
passen, ist eine unerwartete mathematische Schonheit. In den Aufgaben im Anhang Blatt 1 wird
deutlich, dass S-formige Wellen 5.Grades diese strenge Eigenschaft verletzen konnen.

Durch Scherung lassen sich schriige Affenkisten zu jedem Tangentenproblem jeden Polynoms
3.Grades angeben. In allen diesen Kisten bestehen dieselben Flichenverhéltnisse.

* Ist f(x)=ax (x? - b ) und die Tangente an der Stelle r gegeben, so kann die
Abbildung durch ¥ =x und J =y + (3ar? - ab)x - 2ar’ angegeben
werden.
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1D  Besondere Tangenteneigenschatten
Gegeben sei ein Polynem 3. Grades mit drei

Nullstellen. ; “-——M /
Die Tangente in der Mitte zwischen zwei

Nullstellen schneidet bei der dritten Nullstelle

Diese Anregung verdanke ich Jorg Meyer aus Hameln.

Auf dem einen Drittelpunkt
zwischen der Mitte und der
dritten Nullstelle ist die
Wendestelle, auf dem anderen
Drittelpunkt ist die Beriihrstelle
der parallelen Tangente.

Dieses ist eine Folgerung aus den
“Schriagen Affenkéasten”.

"--\_\_\_\_\_\!
f.n‘-\_\_\_\_\_\_\_\_\_\-

-1k

Gegeben sei ein symmetrisches Polynom 4.
Grades. Eine Tangente in der Mittex = &2

zwischen einer inneren und einer benachbarten
Aulleren Nullstelle schneidet die Kurve an zwei \

weiteren Stellen, die symmetrisch zur Mitte =
a+b

T

x = - zwischen den beiden anderen

Nullstellen liegen.

Man kann die Schnittstellen konstruieren, indem man auf der Strecke
zwischen dieser Mitte und einer benachbarten Nullstelle ein Quadrat
errichtet und dessen Diagonale als Radius eines Kreises verwendet. Dieser
Kreis schneidet die x-Achse in den gesuchten Schnittstellen.

Gezeichnet ist hier die Kurve

f(x) =1 (x*-a*) (x* - b%) mit t=%, a=1, b=3

Weitere Véfallgemeinerungen habe ich nicht gefunden.
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111. Parabeln

ILA. Grundaussagen

Durch den  Ableitungs-Stammtunktions-
zusammenhang zwischen Parabeln und Poly-
nomen 3 Grades 1st zu erwarten, dass die in
Kapitel II gezeigten Besonderheiten ihre
Widerspiegelung bei den Parabeln haben
werden. Steigungen und Tangentenzusammen-
hange beim Polynom 3 Grades ergeben bei der
Parabel besondere Werte, Fldchen bei der
Parabel dricken sich beim Polynom in den
Werten aus. Eine Parabel kann man sich
entsprechend in einen "Bérenkasten'" ein-
gezwingt denken. Es gibt fiir jede Parabel
sogar viele solcher Kisten.

Bei der Namengebung (siehe 1.A)) ist eine
sprachliche Unterscheidung zu den obigen
Affenkisten sinnvoll, da die Eigenschaften
recht unterschiedlich sind. Es gibt ja bis auf
Skalierungen nur eine einzige Parabelform, in
dieser Hinsicht ist die Parabel viel "behéibiger"
und formenédrmer. Sie sei also der "Bar" des
mathematischen Gauklers.

I1L.A.1 Gerader Bérenkasten

Dass es den eingezeichneten Bérenkasten gibt,
148t sich elementar zeigen. Es driickt sich in
thm aus, dass sich bei dem Polynom oben die
Steigung der Randtangente zur Steigung der

| -1.5 111‘—]&

|

d®

N

)

Wendetangente wie -1:3 verhilt. FaBt man das obere Polynom als Integralfunktion mit

affe(x) = f béir(?) dt auf, so wird deutlich, dass aus dem Affenkasten oben folgt, dass die drei

X

grauen Flachen gleichgrof3 sind.

LA.2 Tangenten und Sekanten

Es gibt einen besonderen Zusammenhang
zwischen Sekanten und Tangenten bei der
Parabel, der z.B. von Physikern gern benutzt
wird:

Die Tangente einer Parabel an der Stelle r ist
parallel zur Sekante iiber dem Intervall
[#+€,r-€] mitbeliebigem €>0

Beweis: O.B.d.A sei f die Normalparabel.
(r+e?-(-e? _22e
2e€ 2e€

msek(r) =

=2r=f'(@).
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IILA3 Schriger Barenkasten

Die im vorigen Absatz genannte Eigenschaft der
Parabeln ist nur der Auftakt zu den vielfiltigen
Besonderheiten des schrigen Béarenkastens. 1sp
Ist eme Beriihrstelle r gegeben und eine Rasterbreite €,
so definieren die Sekante und die Tangente in 7 schon
die beiden unteren schriagen Sprossen des Kastens. Es
bleibt zu zeigen, dass die Parabel an der Stelle 7+2€ die
passende Hohe von R einnimmt. Der Bewets hierfiir
und fur die zentralen unter den folgenden Eigenschaften /

L

S

f{x)= w*i . z=f wnd egpsilom =3

rP|F‘
'

ergibt sich in I11.B.

Die Randtangenten in L und R schneiden die Haupt- L
tangente in den unteren Viertelpunkten des
Bérenkastens. Wegen des Strahlensatzes schneiden sie

sich genau unter der Berithrstelle auf der Kante des 7.5 -
Doppelkastens in S.

Hieraus folgt auch, dass das groBe Dreieck LRS /
denselben Flacheninhalt hat wie der Béarenkasten. -5
Das konvexe Parabelsegment nimmt, wie wohl
allgemein bekannt ist, zwei Drittel des Kastens ein.

Damit verhalt es sich zu dem von der Parabel und den
Randtangenten gebildeten Fliachenstiick wie 2:1. Dies
wird in gewissem Sinn in Kapitel V. verallgemeinert.

Die beiden kleinen hellgrauen Zipfel, die links und /
rechts von der Parabel, der Randtangente und der
Haupttangente gebildet werden, sind trotz unterschiedlicher Form gleichgroB. Ihnen bleibt

zusammen noch ein Zwolftel des Kastens iibrig. Damit verhalten sie sich einzeln zu den
benachbarten Dreiecken wie 1:3 .

A N

AS SN
e SN

Y
H
al

r+g°’

c
@

1.A.4 Konstruktion

Fiir Parabeln gibt es also zu jeder vorgegebenen Richtung beliebig viele schriige Birenkiisten,
die alle zu derselben Tangente gehdren. Es kann sogar jeder Punkt duflere Ecke eines solchen
Kastens sein.

Ist ein beliebiges abgeschlossenes Intervall gegeben, fiir dessen fiir dessen Mittelstelle und beide
Randstellen Parabelwerte bekannt sind, so Idsst sich eine ganze Folge von Barenkasten mrt
jeweiligen Randtangenten konstruieren, so dass die Randtangenten eine Einhiillendenschar
bilden.

Den ersten Bérenkasten gewinnt man durch die Sekante, ihre Parallele durch den in der Mitte
gelegenen Parabelpunkt und Vierteilen des so definierten Kastens in beiden Richtungen. Dann
Jassen sich die Randtangenten zeichnen. Mit der zweituntersten Kastensprosse ist nun wieder
eine neue Sekante bekannt, der geforderte Punkt an der Mittelstelle bleibt der alte. Nun entsteht
ein neuer Kasten und so fort.
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Parabel und ihre Barenkasten

K
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SLANN | 1 A |

Die ersten beiden Bilder zeigen nochmals einen Barenkasten zu einem Punkt P.

Er entsteht so: Gleichweit rechts und links von P schneiden Senkrechten ein
Parablelsegment APB aus. Die Sehne des Segmentes und die Tangente in P sind stets
parallel. (Das ist schon bewiesen.)

Im nachsten Bild wird nun gezeigt, dass man den so entstandenen schragen Barenkasten
scheren kann. Die Scherachse ist die Senkrechte (zur x-Achse) durch die Nullstelle der
Tangente. Man erhélt einen geraden Kasten. Er muss aber nun ein gerader Barenkasten der
gescherten Parabel sein. Denn durch die Bildpunkte von A, B und P ist die Bildparabel
eindeutig bestimmt. Speziell wird aus der Bertuhrung bei P der Scheitel der Bildparabel.
Scherungen sind flachentreu. Im geraden Fall bestimmt man mit Integration leicht, dass die
Flache des Segments zwei Drittel des Kastens einnimmt. Das gilt dann auch im schréagen Fall.
Umgekehrt kann man dies auch fir die anderen Barenkasteneigenschaften als Beweis
verwenden. Ubrigens kann man auch Archimedes’ Uberlegungen hiermit begriinden.

baerenkasten-scherung.doc
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Polynome 2.Grades im Biirenkasten Parabelfliichen
Dr._Dgrte Haftendorn, Johannenm Linehurg Dez 99

Offene Aufgabe
Wag 18t dargestellt?

Parahel —Rire _ _ _ _ _
Wihlen Sie eme konkrete Parabel und zeigen Sie an ihr

das von Thnen Vermutete.

Uberlegen Sie, warum die von
Ihnen 1m Spezialfall gezeigte
Eigenschaft wuklich fiir alle
Parabeln gilt.

Konkreter Vorschlag: fx) = %xz,

Beruhrstelle z=2, Gesamthreite 12, also [-4,8]

Jeder Tangenten-
Sekanten-Kasten einer Parabel hat den Beriihrpunkt
Parabe- Barey der Parabel in der Mitte des Tangentenabschnitts.

Das konkave Parabelstiick nimmt % der Kastenfliche

ein, als Rest bleibt % der Kastenfliche, verteilt auf zwei

Hiilften.

Konkrete Ergebnisse: #{x}=x—1, s(x)=x+8,
Kastenhthe=9, Kastenflache=9*%12=108,
Konkave Parabelflaiche=72=2/3 Kastenflache

Beweis:

Durch Scherung an der linken Kastenkante kémnen die Tangente und die Sekante
waagerecht ausgerichtet werden.

Hier geschieht das durch Addition von ( - togemte(s) + linke wntere Xastanordinats ).

Die gescherte -nunmehr “gerade”- Parabel bertilut die Kastenkante in der Mitte. Die
Bertihrstelle bleibt erhalten, also war sie vorher auch in der Mitte. Die beiden Flachen
unter der Parabel sind gleich grof. Ist die Kastenbreite 2b, so ist seine Hohe a b?, seine
Fliche 2 a b’ . Die Offiung a der Parabel bleibt tibrigens erhalten, weil die Scherung
durch Addition eines lediglich linearen Terms verwirklicht wird. Stellt man sich die
Parabel nun in den Ursprung zurtick geschoben vor, so sieht man durch Integration,

dags die beiden Flachen unter der Parabel zusammen % abd = %Eam;ﬂdcke
ausmachen.

Da Scherung und Verschiebung flichentreue Abbildungen sind, gelten diese
Flichengroben auch fur den schrigen Kasten. gl,,g,,dj

parabel-drittelflaeche.docx



Analysis, Numerik Keplersche Regel, Simpson-Regel
Dr. Dorte Haftendorn, Johanneum Liineburg Dez 99

Offene Aufgabe

Keplersche Regel

PO(XO’YO)9 PI(XIDYI)a Pz(X29YZ)9
wobei x, genau der Mittelwert von x, und x, ist.

Konnen sie, ohne die Parabel selbst zu
bestimmen, das Integral {iber die Parabel im
Intervall [x,,x,] bestimmen?

Gesucht ist ein Term mit den x,und y..

\f' Sie kennen von einer Parabel drei Stiitzpunkte
:

s

:

:

1
e

Konkrete Stiitzpunkte

o' I W * x2 Was niitzt ihnen Thr P (1/3), P,(4/214), P,(7/6)
Berechnungsterm,

wenn
Sie von einer beliebigen Kurve drei Stiitzpunke kennen und das entsprechene
Integral berechnen wollen?

Lésung : Kern dieses Beweises ist die Drittelung, die
jede Parabel im Sehnen-Tagenten-Kasten vornimmit.

Johannes Kepler (Mathematiker, Astronom)
Trapezilein - y1 (x2 - x0) _ fand schon Anfang des 17. Jahrhunderts die
Parallelogramm = TrapezGrofl - TrapezKlein

folgende Formel (heutige Schreibweise).

0 2
TrapezGrofl = rey

(x2 - x0)

1
Integral - TrapezKlein + 3 Parallelogramm

X
1 Flxyde = 220 (0 4y, 4y,)
— 62— 50 +72) 0 Y1 ™V,
62 -0 31 o
1 oder
Etﬂ—:le(sfﬂﬂr?!J—(ﬂ—ﬂJJsrl .

b-a a+b

(ﬂ—:d:l)yl+%[%Ex2—:d])(3fﬂ+5f2)—(ﬂ—:d]jyl] ff(x)dx " % (f(a) + 4/( 5 ) + f(b))

Integral ff Expand ff Factor 5 X -
Sie berechnet bestimmte Integrale fiir Parabeln

‘éfﬂ‘ﬂm’”“‘fﬂ e (u.a.) exakt, fiir andere Funktionen ist die
Nidherung umso besser, je mehr der
Funktionsgraph im betrachteten Bereich von
einem Parabelbogen angenéhert werden kann.

Die Keplersche Regel wird oft auch Keplersche Fassregel genannt. Sie berechnet aber Flachen
und nicht Volumina.

Durch mehrfache Anwendung der Keplerschen Regel mit einer geraden
Anzahl n gleich breiter Streifen der Breite h erhilt man die Simpson-Regel:

b -a
n

h
3

b
ff(x)dxz o + 4y, + 2y, + 4y, + 2y, + ...+ 4y  +yp )mit h -
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HI.B. Scherung und andere Beweisgedanken

1.Weg: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien Parabeln in Ursprungslage mit der

Gleichung y—ax? betrachtet. Dann gibt es eine Scherung gefolgt von einer Translation, die

einen geraden Birenkasten in einen schragen Birenkasten mit der Steigung m tiberfihrt und die

Parabel invariant [iBt. Dabei bleiben Teilverhilnisse, Inzidenzen und Flachen ernalten.

Beweis: Durch den Wunsch, dass die Parabel invariant bleibt, ergibt sich folgende (aftine)
i i

X =x und  x = ¥ + — X =X - —
. 2a 2a
Abbildung: , also m?
y=y+mx und y = y+ﬂ_ y =y - mx t —
4q da

X=x -r

. . ) . . x
a die Tangente i x—+ Steieung m = 2ar olt — — :
Da die Tangente die Steigung » arhat, gilt 3 Zarx v qr?

Damit gilt: y = ax? —= y - 2arx + ar? = a(x - 1y = )— 2 Also ist die Parabel

mnvariant. g.e.d.

2.Weg: Man kann es auch bei einer einfachen Scherung belassen und sich das Verschieben nur

vorstellen.  Dann entsteht durch die Scherung eine Parabel —mit dem Scheitel
m

_m o m?
( 2a 4a)

Der Ursprung ist dann Berithrpunkt der Tangente und der gerade Bérenkasten ist in emnen
schriagen ubergegangen.

3.Weg: Auch die direkte Herleitung ist méglich und iibt den Umgang mit Funktionstermen, die
Parameter enthalten. In diesem Fall sollte man aber wenigstens im Riickblick auf die
Beweismoglichkeit mit Scherung zu sprechen kommen.

Rest des Beweises: Es reicht also nun, den geraden Barenkasten zu betrachten. Fur

) .
. 4
f(x) = ax? gt f(2¢)= a 4 ?=4f(€) und [f(2€) = 4ae = 4ae” _ 4(©) . Der
€ €
letzte Bruch zeigt, dass die rechte Randtangente im Punkt ( € / 0 ) des Béarenkastes die x-Achse
trifft. g.ed.

II.C. Zusammentassung fiir Parabeln

Die so0 leicht als trivial abgetane Parabel hat im schrigen Barenkasten einige durchaus nicht-
triviale schone Eigenschaften, deren vollstindige Beweise auch Schiillern erreichbar sind. Der
Zusammenhang mit den Polynomen 3.Grades wird in besonderer Weise anschaulich. Auch
Abgrenzungen der Aussagen sind moglich: Letztere haben zu jeder Tangente genau einen Affen-
kasten. Bei Parabeln definiert jede Tangente unendlich viele Barenkasten. Diese nehmen bei
Parabeln auler der Tangente noch zwei Sekanten in ihr Raster auf. Im Affenkasten aber passen
auB3er den zwei Tangenten keine Sekanten in das Raster.

Andere Eigenschaften wiederum lassen eine Verallgemeinerung zu (siehe Kapitel V), oder es gibt
starke Ahnlichkeiten in den Reweisen (z.B. Scherung).
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IV.  Polynome 4.Grades
IV.A Gerader Pantherkiifig fiir Polynome 4. Grades

. fiw)= L «*ECm™E -61]
Auch Polynome 4.Grades lassen in L o

einen Kasten zwingen, sofern sie [§ ]
iberhaupt einen  Wendepunkt | % | '
haben.

Ste haben dann auch gleich zwei ‘ll N o }
Wendepunkte, wie man an der '
Parabel der 2. Ableitung sieht.

Seien zunidchst symmetrische

Polynome 4. Grades mit Wende-
punkten betrachtet. O.B.d.A sei die
Tage symmetrisch im Koordi-
natensystem.

Dann ist die Funktionsgleichung

fx)y =ax®(x*-6r?) :
Dabei gibt die Wendestelle r die
Rasterbreite an.

Die Rasterhshe ist 9 a r*, wobei,

wie im Bild ersichtlich, auch noch
3 ar*und ar? selbst wichtig wi
Die Eigenschaften an den Stellen
begriindet werden. Insbesondere findet man so die rechts unten klein eingezeichnete Parallele zu
Wendetangente. Die auBeren Extrem- und Nullstellen liegen in irrationalem Verhéltnis zu den
Wendestellen x=+/3 r und x,= +/6 r , die Extrempunkte liegen aber auf dem unteren
Kastenrand. Wendetangente und Randtangente treffen den unteren Kastenrand in der Mitte
zwischen zwei Stangen.

Verbindet man den Wendepunkt mit der oberen Kastenecke, so wird die Flache zwischen

. o 128ar’ .
Wendetangente und Kurve genau in zwei Hilften geteilt, jede hat den Inhalt ———gq——— . Die

zipfelige Flache links unten hat den Inhalt 8 a r°.

Das ist ein Flichenverhaltnis von 16:5 und nicht 16:4=4:1 Daran zeigt sich, dass sich die
Erkenntnisse aus Kapitel V nicht auf diese Weise verallgemeinern lassen. Bei Parabeln bestand
furr eine solche Figur aus zwei beliebigen Tangenten das Flichenverhaltnis 2:1.


Haftendorn
Stempel
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IV.B Schriger Pantherkifig fiir Polynome 4. Grades

1

Nach allem was i LB iber SivE - i -Eatiedl)
Addition  von  Geraden, bzw i _
Scherung und Translation gesagt R

wurde, gibt es nattrlich auch schrige
Pantherkafige fir Polynome
4.Grades, die Wendepunkte haben. L
Wenn sie sich der Berechnung nicht i
entzichen sollen, ist es sinnvoll, r
0.B.d.A. den einen Wendepunkt in _
den Ursprung zu legen und die | |
Funktion folgendermalfien !
aufzustellen.

Ay =ax(x®*-2wx?2+4)
mt A=x'(6w- 4x,).

Wihlt man hier die zweite

Wendestelle w und eine Extremstelle

x,, die es auf jeden Fall geben muss,

ganzzahlig, so lassen sich trotz des

4 .Grades alle relevanten Stellen von

Schillern mit dem Hornerschema

oder algebraischer Division bestimmen.

Die hier gezeichneten Flichen zwischen den Wendetangenten und der Kurve sind also
5 5

gleichgrof3, und zwar 2565a r-_ 8 asw .

Dies direkt am konkreten Beispiel zu berechnen, ist eine schone Aufgabe im Thema

Integralrechnung bei Polynomen.

1%t

Der schriige Pantherkifig ist hier nicht eingezeichnet, seine Richtung ist durch LR gegeben. Die

-aw!
4
Achsenabschnitt ist ibrigens ein Achtel des Achsenabschnitts der Geraden LR.

verlaufen. Dieser

Unterkante wiirde parallel zu LR durch ( 0/-4art ) = ( 0/

IV.C Polynome 4. Grades ohne Wendestelle

Sie sind gekennzeichnet durch eine Parabel in der zweiten Ableitung, die keine Nullstelle hat..
O.B.d.A liege diese Parabel in einer zur y-Achse symmetrischen Lage. Dann lasst sich das
Polynom als gescherte Potenzfunktion auffassen, und es gelten die in Kapitel V. gezeigten
Zusammenhinge. ’

IV.D Polynome héheren Grades

Mit dem Grad nimmt die Formenvielfalt zu, und es wird immer schwieriger werden, allgerpeine
Aussagen zu machen. Es lohnt sich aber durchaus, geeignete Unterklassen (z.B. die Funktionen
aus Kapitel V oder andere symmetrische Fille und deren Scherungen ) zu untersuchen.


Haftendorn
Stempel
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V. Potenziunktionen

Es konnen hier Aussagen tber Potenzfunktionen vom Grad k mit k>1 gemacht werden.
Folgerungen ergeben sich iber solche Polynome, die aus diesen Potenzfunktionen durch
Addition eines linearen Terms entstehen. Fiir 0<k<1 gelten die gespiegelten Verhélinisse. Bel
k<0 entstehen bekanntlich ganz andere Graphen, die eine direkte Ubertragung nicht erlauben.

V.A. Reine Potenzfunktion vom Grad k , k>1

Funktionen fmit f(X) = X ¥ und k>1 bilden
mit der x-Achse und der Geraden x=5 eine Flache

k+1

der GroBe T Die Tangente im Punkt P
+

schneidet die x-Achse an der Stelle k-l b,dh.

der Abstand dieser Nullstelle von b verhilt sich zu
bwie k: 1.

Diese Tangente bildet mit der Tangente im
Ursprung das Flachenstick F (dunkelgrau). Das
konvexe Parabelsegment habe den Inhalt K
(hellgrau). Aus elementaren Integrationen ergibt sich:

l K und F stehen im Verhaltnis k: 1

V.B. Gescherte Potenzfunk-
tion vom Grad k , k>1

Dieselben  FlichengroBen und  dieselben
Langenverhdltnisse gelten auch fiir gescherte
Potenzfunktionen. Hier wurde durch Addition der
Geraden y = m x mit der y-Achse als Scherachse um
den Scherwinkel @ mit tan «=m geschert.

Fir ganzzahlige k haben die Polynome f mit
f(x) = x* + m x bei ungeradem k im Ursprung
einen Wendepunkt, bei geradem k eine Plattstelle®. Die
eine Tangente muss durch diesen besonderen Punkt
gehen, die andere Tangente ist beliebig. Dann gilt das
angegebene Flachenverhiltmis k: 1 .

Auf Wendetangenten anderer Polynome 148t sich das
Ergebnis nicht iibertragen, wie am Ende von IV. gezeigt wurde. Fiir nicht-ganzzahlige k ist / nur fur
nichtnegative x definiert und eine Fortsetzung nach links ist nicht méglich. Dennoch gelten auch in diesen
Fillen die angegebenen Flichenverhiltisse. ‘

Das ist eine Nullstelle der 2. Ableitung, bei der die 2. Ableitung nicht das Vorzeichen wechselt.


Haftendorn
Stempel

Haftendorn
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Ubersicht tiber die " Zeltflichen''-Verhaltnisse bei den Potenzfunktionen.

T(X)=x"1.5, K:F=3:2

F(X)=x"3, K:F=3:1

P N W b 0O O N

0 0.5 1 1.5 2

F(X)=x"5, K:F=5:1
30
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10

N
g = o N O W O b

16
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10

N b OO @

T(X)=x"2, K:F=2:1

F(X)=x™M, K:F=4:1
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T(X)=x"6, K:F=6:1




Es gibt auch e-Funktionen mit Kasten.

Dr. Dorte Haftendorn Johanneum 21. Januar 99
Die Schar fy mit  f,(x) = (e* - k), k>0 Jie [/

1st leicht zu untersuchen, sie kommt daher in vielen P
Schulbiichern und Aufgabensammlungen vor. Sie

eignet sich zur Bestimmung des uneigentlichen - m : ;
Integrals fiir die Fliche zwischen Kurve und _ _ — n
Asymptote. h

Auch der nebenstehend angedeutete Aufbau des Graphen aus “Bausteinen” ist
lohnend.

Die nachfolgend dargestellten besonderen Eigenschaften habe ich aber bisher
nirgendwo aufgegriffen gefunden. Sie zeigen, dass die Anregungen, die dieses
Heft fiir Polynome gibt, durchaus auch fiir ganz andere Funktionsklassen
fruchtbar werden konnen.

s

o

Was zeigen diese Zeichnungen? - e e
Die Wendetangente markiert durch E==5) EE=E /
ithre Schnittpunkte mit der * * * " R U

Asymptote und x-Achse ein
achsenparalleles Rechteck. Dieses —]
ist stets zwei Einheiten breit.
Viertelt man es in beiden
Richtungen, so liegt der
Wendepunkt auf einer “doppelten Viertelstelle”.

Die links unbegrenzte Fliache zwischen Asymptote und Kurve ist 2 k* und
damit genauso grof3 wie die Flache des Kastens.

Auch andere in der Figur vorkommende Flachen haben erstaunliche Inhalte
und Inhaltsverhiltnisse. Diese Flacheninhalte sind ganzzahlige Vielfache der
Kastenzellen oder zumindest ihrer Hélften und lassen sich daher schon deuten.

i

\‘\-\,__
L
o % 2

/

- -1 I -1.5 -1-0.5 0.5 1 1.5 % -1-n.5 ns 1 1.5 %

Links unbegrenzter Bereich zwischen Kurve, Bereich zwischen Kurve und Asymptote
Asymptote und Schnitt mit Asymptote zwischen Nullstelle und Schnitt mit Asymptote
F=16 Zellen = ganzer Kasten= 2 k? F=4 Zellen

Bereich zwischen Kurve und Asymptote Links unbegrenzter Bereich zwischen Kurve,

zwischen Wendestelle und Nullstelle F=5 Zellen | Asymptote und Wendetangente
F=5 halbe Zellen

Bereich zwischen Kurve und Asymptote Links unbegrenzter Bereich zwischen Kurve,
zwischen Wendestelle und minus Unendlich Asymptote und linker Kastengrenze (z.B.) ist
F=7 Zellen inkommensurabel mit den Kastenzellen, was

zeigt, dass die anderen Eigenschaften
“besonders” sind.

Bestimmt habe ich nicht alles gefunden, sicher gibt es Verallgemeinerungen.

Datei C:\Dorte\Mathematik\Analysis\eulerKasten.wpd Datum 29. Mai 2000 Update 13. Februar 2004 Dr. Dorte Haftendorn
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VI.  Ubergreifende Gesichtspunkte

Die vielen genannten Eigenschaften der Polynome sollen nicht fur sich genommen Gegenstand
des Lernens, oder gar des Auswendiglernens, sein. Sie fligen sich schliissig ein in ein Konzept
des Mathematikunterrichts. Das soll im folgenden gezeigt werden.

VLA Gemeinsames mathematisches Prinzip

Es wird eine Systematisierung der Erscheinungsformen der ublichen Polynome dadurch
angestrebt, dass wiederkehrende oder besondere L&ngen- und Flachenverhaltnisse untersucht
werden. Dazu werden einfache Féalle in Ursprungslage analysiert. Dann wird durch
Streckungen, Scherungen und Translationen der allgemeine Fall einbezogen. Auf diese Weise
hélt sich nicht nur der formale Aufwand in Grenzen, sondern es wird auch elegantes
mathematisches Arbeiten erfahrbar. Auch die Tatsache, dass die Polynome durch Ableiten und
Integrieren aufeinander bezogen sind, wird sinnvoll ausgenutzt. Der Begriff des "Affen"-
Kastens erweist sich dabei als geeignetes Instrument, die Fille die Einzelheiten einer
ganzheitlichen Sicht zuzufihren.

VI.B Padagogischer Sinn

] Fur Reisen in fremde L&nder und Stadte ist unbestritten der Grundsatz "connaitre par
reconnaitre” eine Hilfe, die Vielfalt der Erscheinungen fur sich fruchtbar zu machen. In
diesem Sinn wird es fur die Schiiler eine Hilfe sein, wenn sich die Polynome mit ihren
Eigenschaften schliellich tbersichtlich in ihren Affenkasten prasentieren. Sie kénnen so
eigentlich erst als Typ wirklich anschaulich werden. Der allgemeine Polynomterm ist
nur eine formale Beschreibung und Definition, Verstehen muss auch Bilder haben.
AuRerdem ermdglichen Bilder ein Reden Uber die Zusammenhénge, das erst den Weg
fur formale Nachweise ebnet.

] Jede weitere Fragestellung und jede Funktion, die Polynome als Bausteine benutzt, wird
so leichter erfalRbar und durchschaubar, kniipft an Bekanntes an.
] Auch recht tiefe Einsichten werden angeregt: Technikern ist z.B. aus Erfahrung Klar,

dass Polynome oft keine gute Approximationsfunktion zu einer Punktfolge bilden, da
sie zu unpassendem "Ausschwingen™ neigen. Denkt man an die "Affenkasten™ so wird
dieses Verhalten verstehbar.

] Von einem falschen Verstandnis der Brauchbarkeit von Potenzreihenentwicklungen in
groRerer Entfernung vom Entwicklungspunkt wird man wirksam geheilt.
u Unbestritten ist die Fahigkeit zum Uberschlagsrechnen ein wirksamer Schutz gegen

Irrtimer beim Gebrauch des Taschenrechners. Da nun aber auch Taschenrechner und
andere Computer Funktionen zeichnen, ist eine solide Kenntnis dessen, was etwa zu
erwarten ist und was nicht stimmen kann, unerlailich. Der Mathematikunterricht hat
hier nun mehr zu leisten als bisher.

] Zahlenergebnisse bei "sturen” Standard-Kurvendiskussionen bekommen zunehmend
den Anstrich des Trivialen. So wichtig es ist, dass Schuler solche Ergebnisse auch "von
Hand" beschaffen konnen, so darf das doch nicht alles bleiben. Viel lohnender ist es,
diese Ergebnisse als Bausteine beim Aufbau eines Uberblicks tiber die ganze betrachtete
Funktionenklasse zu benutzen, und den Uberblick als das eigentliche Ziel zu
formulieren.

] Allgemeine Aussagen sind genuin menschlich. Von Computer-Algebra-Systemen
konnen zwar auch allgemeine Terme hantiert werden, Frage, Ziel und Deutung sind aber
Sache des Menschen. Hierin steckt evt. ein hoherer intellektueller Anspruch als in der
reinen Rechnerei, aber auch mehr Befriedigung. Wir kénnen unsere Schiler nicht
schitzen vor diesem Anspruch unser komplexer werdenden Welt und dirfen das auch
eigentlich gar nicht wollen.
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VI.C Padagogischer Einsatz

Mindestens seit anderthalb Jahrzehnten verwende ich den Affenkastenbegriff, insbesondere fiir
Polynome 3.Grades, in meinem Unterricht und habe stets die Erfahrung gemacht, dass die
allmahliche Erzeugung eines Uberblicks den Schiilern im Jahrgang 11 soviel Sicherheit gibt,
dass sie die tblichen Schulbuchaufgaben mit gréRerem Mut angehen.

Im Zusammenhang mit dem immer starker werdenden Bedurfnis nach Mdglichkeiten zu
entdeckendem Lernen, problemorientiertem Vorgehen und freiem Arbeiten auch im
Mathematikunterricht bietet sich dieses Polynomthema geradezu an.

VI.C.1 Experimentelle Aufgaben, entdeckendes Lernen

Fir die elementare Geometrie gibt es von Paul Eigenmann* eine eindrucksvolle Sammlung von
Aufgaben, die einfach gezeichnet sind und fur sich sprechen. In dieser Art ist es hier auch
maoglich  entsprechende Bilder, mit Funktionsgraphen, passenden Kaésten, zusatzlichen
Tangenten oder Flachen vorzulegen und die Besonderheiten entdecken zu lassen. (Anhang
Blatt 1 ff)

Dabei konnen die Schiiler je nach ihrem Vermoégen und nach ihren verfugbaren Werkzeugen
ganz verschieden vorgehen. Es kann die Funktion mit Zahlen konkretisiert werden, mit
Parametern in spezieller Lage (wie in den Kapiteln dieses Aufsatzes) oder ganz allgemein
behandelt werden.

VI.C.2 Beweisaufgaben

Mindestens flir Leistungskurse ist auch das eigenstdndige Beweisen ein wichtiges Lernziel. Wie
oben schon vielféltig angedeutet, bleiben Beweise der hier angesprochenen Eigenschaften in
ihrem formalen Aufwand im Rahmen des Ertraglichen. AulRerdem ist durch die Vielzahl &hnlich
gelagerter Fragen bei den Polynomen verschieden Grades auch ein Uben und Lernen moglich,
das die anvisierte Klausuraufgabe noch nicht vorwegnimmt.

VI.C.3 Klausuraufgaben

Hier bieten sich fur Grund- und Leistungskurse vielfaltige Moglichkeiten, die auch sonst
ublichen Aufgaben in dieser Richtung "aufzustocken™. Insbesondere geben diese Erkenntnisse
dem Lehrer die Mdglichkeit, Aufgaben mit glatten und schénen Lésungen zu konstruieren.
(Anhang letztes Blatt vor den Folienvorlagen )

VI.D Computer-Algebra-Systeme

Seit es diese Maoglichkeiten gibt, entsteht zunehmend auch das Bedurfnis, sie sinnvoll
einzusetzen. Wenn dieser Einsatz Uber reine Zahlenbeschaffung hinausgehen und dennoch im
Rahmen unseres Schulunterrichts von Schiilern leistbar sein soll, so ist es gut, wenn er sich auf
eine ohnehin behandelte Funktionenklasse wie die Polynome bezieht und auch die
Fragestellungen selbst fiir Schuler auffindbar sind. Diesen Kriterien gentigen die in diesem
Aufsatz behandelten "Affenkasten"-Zusammenhéange in besonderem Malie.

Das m.E. im Preis-Leistungsverhaltnis giinstigste System fiir Schulen ist "Derive'. Es ist jetzt
in deutscher Windows-Version verfiigbar, hat wenig Hardwarevoraussetzungen und ist in den
schulrelevanten Fragen leicht zu hantieren.

Die hier gezeigten Graphiken sind mit "Mathematica"® erstellt. Das ist ein sehr umfassendes
System, das an den Hochschulen zum Standard geworden ist. Es ist etwas mehr an Syntax zu
lernen als bei Derive, wo gangige Anwendungen auf Tastendruck durchgefuhrt werden. Dafir
sind die Moglichkeiten fur Sonderwiinsche insbesondere bei der Graphik ungleich umfassender.
Der Vollstandigkeit halber sei "Maple" erwéhnt. Es steht m.E. dicht unter Mathematica.’

4 Paul Eigenmann, Geometrische Denkaufgaben, Klett ISBN 3-12-722310-2

Schilerversion z.Z.(1998) etwa 30 DM bei Existenz einer Schulversion
bk-Teachware A-4232 Hagenberg

6 Schiilerversion z.Z. etwa 300 DM, z.B. Additive GmbH 60433 Friedrichsdorf
! Zum Vergleich: H.Benker, Mathematik mit dem PC, Vieweg ISBN 3528054131



Polynome im Affenkasten Seite 17 Ha September 1995

VII. Abschlul? und Ausblick

Vieles ist nun schon gesagt worden. Zum AbschluR mdchte ich noch betonen, dass es einfach
Spall macht, Affenkasten zu erforschen. Wahrscheinlich lasst sich noch einiges finden, auf das
hier gar nicht eingegangen wurde. Auch wenn es aus Sicht des Mathematikers nur wenige
zentrale Aussagen und viele Folgerungen gibt, so kénnen doch viele dieser Folgerungen von
Schulern als eigenstandige Erkenntnisse entdeckt werden. Der Aufbau einer logischen
Hierarchie ist dann noch ein weiterer sinnvoller Schritt.

Lebendiger Mathematikunterricht, in dem mathematische Schonheiten, Asthetik und
ganzheitliche Sicht ihren Platz haben, ware mein Anliegen.



Polynome 3.Grades im Affenkasten Anhang Blagt1 Ha95

Hier sehen Sie einige Polynome 3.Grades und einige andere Funktlonen dle s1ch dazw1schen
gemogelt haben. Finden Sie die Spione heraus und geben Sie moglichst Funktionsterme fiir sie
an. Weisen Sie fiir die Polymome 3 Grades die gezeigten Affenkasteneigenschaften nach. Sie
konnen Achsenstellung und die Einheiten selbst wihlen oder es etwas allgemeiner versuchen.
Vielleicht finden Sie selbst noch weitere Eigenschaften.

/ [ /
an /

/

AN




Analysis-Aufgaben  Polynome im Affenkasten  br Dorte Hafiendorn 8/9
Aufgabe

Hier sehen Sie einige Polynome 3.Grades und einige! .

andere Funktionen, die sich dazwischen gemogelt .

haben. Sie konnen im Folgenden die Achsenstellung und /

die Einheiten selbst wihlen oder es etwas allgemeiner / /
versuchen.

Finden Sie die Spione heraus

und geben Sie moglichst / \ ] '
Funktionsterme fir sie an. // < / / // /
Weisen Sie fiir die Polynome // / " .'
3.Grades die gezeigten \ /// / / / /
Affenkasteneigenschaften N \\/
nach.

~ Vielleicht finden Sie selbst noch weitere Eigenschaften.

Losungshinweise Stufe 1

Giinstig ist das Koordinatensystem im Wendepunkt und die Einheit 1 fiir die Karos. Dann hat ein sym-
metrisches Polynom 3. Grades die Form £(x) = ax (x?-b2). aund b kann man nun dadurch bestimmen,
dass man den Punkt (1/-1) als Extremum kennt. Dann kénnen die anderen Eigenschaften gepriift werden.

Losungshinweise Stufe 2

Es ergibt sich f(x) = %x (x2-3). Dann ist von selbst /(2) = 1.Daher kann es sich oben -links und unten
mitte nicht um Polynome 3. Grades handeln. Es sind dagegen g(x) = - sin(%x)und
p(x) = Tlgx (x* + 7x% - 26). Links unten: Die Wendetangente und die Tangente im Punkt (-2/-1)
schneiden sich im Punkt ( - % / 2), also auf der Gitterlinie. Rechts unten: Durch den Punkt

( - % / 2 ) verlduft auch die Parallele zur Nullstellentangente. Die Wahl des Koordinateﬁsystems

bedeutete keine wesentliche Einschrankung, denn alle anderen Polynome 3. Grades, die iberhaupt
Extrempunkte haben, gehen aus diesem durch Streckung hervor.

Die Eigeﬁschaften lassen sich durch Scherung sogar auf simtliche Polynome 3. Grades iibertragen.
Experimentieren Sie daher auch mit “schrigen Affenkésten”.

Anmerkung: Diese Aufgabe ist als ausformulierte Variante zu Blatt 1 zu versiehen.
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err sehen Sie emlge Parabeln und einige andere Funktlonen dle swh dazw1schen gemogeh
haben. Finden Sie die Spione heraus, und geben Sie moglichst Funktionsterme fiir sie an. Weisen
Sie fur die Parabeln die gezeigten Barenkasteneigenschaften nach. Sie konnen Achsenstellung
und die Einheiten selbst wihlen oder es etwas allgemeiner versuchen. Vielleicht finden Sie selbst
noch weitere Eigenschaften. | /

\ / /
\ /
\ %

X,

NN
i DONNN
o




Polynome 3.Grades im schrigen Affenkasten Anhang Blatt3  Ha95

Hier sehen Sie einige Polynome 3 Grades im schrigen Affenkasten. Ein schrager Affenkasten
entsteht dadurch, daB3 an beliebiger Stelle eine Tangente gezeichnet wird. Weisen Sie die
gezeigten Affenkasteneigenschafien nach. Sie kénnen Achsenstellung und die Finheiten selbst
wihlen oder es etwas allgemeiner versuchen. Vielleicht finden Sie selbst noch weitere
Eigenschaften. Welcher Zusammenhang besteht zu den Eigenschaften des geraden Affenkastens?

1
f(x)= a x(x*2 - b) mit a=-, b=-2,Tanc

/

K

—
.

—
_—

/
M

A

AT

i
f{X)= a %(x"2 - b) mit a=-, b=3,Tangente bei r=1.2

/
/




Polynome in ihren Kastem ’.Animng Biezﬁ%

Hier sehen Sie emmze Polynome in ihren Késten. Berechnen S1e geze1gten Flachen und bllden Sle
Flachenverhiltnisse. Sie konnen Achsenstellung und die Einheiten selbst wéhlen oder es etwas
allgemeiner versuchen. Vielleicht finden Sie selbst noch weitere Eigenschaften.

Bérenkasten der Parabel Affenkasten des Polynoms 3.Grades

/

/ Gerades Zelt der Potenzfunktion
i f(x)=x"3, be2, Flichenverhaltnls hell:duntele3:l
/! | a

Pantherkiifig des Polynoms 4.Grades 5

f(x)= -- %([x*3 -6x"2+32)
12

RN

o 0.5 1 1.5 2

Zelt der gescherten
Potenzfunktion
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Hier sehen Sie einige Polynome in ihren Kasten. Sie haben au diesem Blatt Gelegenheit, Fachen
farbig einzuzeichnen und mit ihren GréBenverhiltnissen zu beschriften.

/[ 4
/ / /




N

Ii= [x(x-m)d I, - [ sinx ds I3=kadx mit & > -1

1
0 0 0

Aufgabe 2

Sie sehen rechts die Sinusfunktion und die Parabel p
mit p(x) =t x(x-n7)

Bestimmen Sie ¢ so, dal die beiden Funktionen im
Maximum Ubereinstimmen.
Ist die Parabel die obere oder die untere Kurve?

Berechnen Sie den winzigen Flacheninhalt, der sich
zwischen der Parabel und der Sinusfunktion bildet. -
(Vcrwcnden Sie Aufgabe 1) /
Wie grof} ist also der prozentuale "Fehler", den man
macht, wenn man die Sinusfliche, durch die Parabelfliche ersetzt?

Beurteilen Sie die Moglichkeit, statt der (frither schwer zu berechnenden) Sinuswerte die Werte
dieser Parabel zu nehmen.

Aufgabe 3
1

Gegeben ist das Polynom f  mit  f(x) = L (—x*- 3 x?+8x) .

3 4 2
Es ist insofern ganz schon, als es sowohl ausschlieBSlich ganzzahlige Nullstellen, als auch
ganzzahlige Wendestellen, als auch ganzzahlige Schnittstellen der Wendetangenten mit der Kurve
hat. Es ist sogar noch eine der Extremstellen ganzzahlig.

a) Bestimmen Sie den Verlauf von f mit Nullstellen, Wendepunkten und Wendetangenten. Auch
die Extrempunkte sind zu bestimmen, obwohl sie in dieser Aufgabe keine groBe Wichtigkeit
haben.

b) Legen Sie eine Zeichnung mit 1 cm- Einheiten an. Sie brauchen 16 cm Platz tiber der x-Achse.
Zeichnen Sie das Ubliche, aber auch die Wendetangenten ein.

c¢) Berechnen Sie die Fliche, die sich zwischen der Kurve und der Wendetagnente durch den
rechten Wendepunkt bildet.

d) Berechnen Sie die entsprechende Fache fiir den linken Wendepunkt.

e) Diese beiden Flichen sind gleichgroB. Wundert Sie das? Kennen Sie Polynome 4.Grades, bei
denen das selbstverstandlich ist? Ahnen Sie einen Zusammenhang?

Allgemeiner Hinweis: Gelingt Ihnen eine Rechnung oder die Aufstellung einer Gleichung nicht,
so entnehemen Sie plausible Werte aus Ihrer Zeichnung. Fiihren Sie auf jeden Fall die
Integrationen durch, auch wenn Sie nur "erfundene” Geraden haben.

Achtung 1! etwa 80% der Punkte der Klausur sind in Aufgabe 3 !!!! Gutes Gelingen!!!



Vortragsfolien von 2001 bis 2003, erganzt um einige aus 2009

Polynome im Affenkasten

Fur jedes Polynom bis zum
4. Grad gibt es einen Kasten, in
dem es angeschaut werden kann.

Jede Potenzfunktion zeigt eine
besondere Schonheit.

Neuentdeckungen sind jederzeit

manlich
III\JHIIUI I

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Lineburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003
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Polynome im Affenkasten

Ubersicht

Polynome 3. Grades
Scherung als Bewelisgedanke
« Parabeln im Barenkasten

e Polynome 4. Grades im
Pantherkafig

 Potenzfunktionen
 Andere Funktionsklassen

e Entdeckendes Lernen

= e Fundamentale Ideen der
Mathematik und threr Lehre

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Polynome 3. Grades im Affenkasten

* Polynom 3. Grades, das Extrema hat.

e Maximum und Wendepunkt
definieren eine Kastenzelle.

e Symmetrie zum Wendepunkt.

/1  Uberraschend ist:
2r  die nachste Zelle passt immer.

p(x)=ax(x*-3r?)
p'(x)=a(3x* -3r*)

0.B.d.A
p(-r)=ar(2r*) p(2r)=a2r(r*)

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Polynome 3. Grades im Affenkasten

« Jede Tangente schneidet die Wendetangente.

e Uberraschend ist:

e Die Tangente am Kastenrand
schneidet die Wendetangente
auf der oberen Kastenlinie

e Der Schnittpunkt liegt immer
an der 2:1 Tellungsstelle der

Zelle

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Polynome 3. Grades im Affenkasten

 Die Nullstelle ist stets das /3 -fache der Extremstelle.

* Die Nullstellen -Tangente liegt
also . irrational im Kasten.

e Sie passt nicht zu den anderen
wichtigen Tangenten.

 Wirklich nicht?

« Uberraschend ist:
o Sie,erbt* ihre Steigung aus
dem Kasten, m.a.W.:

 sie Ist stets parallel zu einer
markanten Kastenlinie.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003
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e Flachenverhaltnisse e Die Inhalte der gezeichneten
Flachen stehen im Verhaltnis

3:1
e Das ist einfach schon.

e Uberraschend ist:

e Esistein rationales
Flachenverhaltnis, obwohl
die beteiligte Nullstelle
Hirrational* im Kasten liegt.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Polynome 3. Grades im Affenkasten

* Flachenverhaltnisse
* Flachen gleicher Farbe sind

gleich grof3.

p(x)=ax(x*-3r")
Ist r die Rasterbreite, so hat em
Rasterkastchen den Flacheninhalt

_ 4
FK—Zar.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Polynome 3. Grades im Affenkasten

Was gilt bel anderen

, Polynomen 3. Grades?
W e Scherung?
1 « Wie zeigt sich
Scherung Im

Funktionsterm?
e Erreicht man

| alle Polynome
@;ﬂ 3. Grades?

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003
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Scherung erklaren

- -I-HH-I-l-I--I—I-lI-I—I--I-HH.A-
-

TR e p——— HEdEAEE

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Liuneburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 9
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Scherung beil Funktionen erklaren

B C
A
‘T ) _ 5
Geradenaddition
bewirkt eine
Scherung
oppelte Nullstelle

wird zur Berthrstelle.

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 10




Polynome 3. Grades im Affenkasten

”  Scherung

e durch Addition des Terms
einer Ursprungsgeraden

f(x)=t x(x°-1)
f(X)=t x(x*=1)+m X
e Scherachse ist die y-Achse

e Scherwinkel ist der (spitze)
Steigungswinkel.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Polynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung allgemein

o
"P“”" o Addition eines linearen Terms
zU einem Funktionsterm
bedeutet geometrisch eine
Scherung des
Funktionsgraphen.

Scherachse ist die Parallele zur y-Achse durch die
Nullstelle der zum linearen Term gehorigen Geraden

Crlhnrmannl/al 1
JUILITIT VVIIITIACTI 10

der x-Achse bildet.

m x+b

2n \ANinl/Al Aan Ain CCavradAa mat
LT VVIIIACTIE, UTII UIT UTIAuCT I1111L

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Polynome 3. Grades im Affenkasten

e Scherungen erhalten
Terlverhaltnisse und
Inzidenzen

e Scherungen erhalten die
Flachengrol3e

e Scherungen erhalten also

auch die Flachenverhaltnisse
* Neu Ins Bewusstsein geruckt:

e Scherungen erhalten die
Wendestellen

e Scherungen erhalten den
Grad eines Polynoms

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Polynome 3. Grades im Affenkasten

e Also:

o Jede Tangente definiert mit
Bertihr~ und Wendepunkt
eine Kastenzelle.

 Alle fur gerade Affenkasten
bewiesenen Tatsachen gelten
auch fur schrage Affenkasten.

o Alles gilt fur alle Polynome
3. Grades.

£ix)=z a ®x(x™EZ - b

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Polynome 3. Grades im Affenkasten

e Also:

o Jede Tangente definiert mit
Berthr- und Wendepunkt eine
Kastenzelle.

 Alle flr gerade Affenkasten
bewiesenen Tatsachen gelten
auch fur schrage Affenkasten.

o Alles gilt fur alle Polynome
3. Grades.

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Universitat Luneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kdln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Parabeln im Barenkasten

Parabeln im
Barenkasten

Gute Benennungen
fordern Verstehen!

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Parabeln im Barenkasten

y :

Die Existenz des Kastens ist
Klar. (r,rz)...(Zr,4r2)
Die Sehne trifft tatsachlich
die Kastchenkreuzung

: g | o Also:
* Esgibt die Scherung!

« Die Tangente an der Mittenstelle der Sehne
hat die Steigung der Sehne

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Parabeln im Barenkasten

e Die Existenz des Kastens ist

Klar. (r,rz)...(Zr,4r2)

e Die Sehne trifft die
Kastchenkreuzung

e Also:

* Esgibt die Scherung!

« Die Tangente an der Mittenstelle der Sehne
hat die Steigung der Sehne

e Das neue einbeschriebene Dreieck hat
der Flache des Ausgangsdreiecks

|

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Parabeln im Barenkasten

»

B | |
! %
¢ I
’, .
# I
F .
o I
M i
; | M
: I i
! D !
E I " P
P: | _ 4
. i |
I
o '
P' i T
i i
i i
J’ : I I
- |
F 1

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 17




Parabeln im Barenkasten

1
fiml= T «tt . r=f wmd eprilom =2

r * Die Tangenten an den Ecken des
Barenkastens:

e treffen die untere Kastenkante auf
einem Gitterpunkt

15

/  Dies kann also
\ /// gar keine

/ Parabel sein.

/ * Die beiden Tangenten schneiden
; sich untereinander auf der

/ Unterkante des ,,Doppelkastens*

-ln/s e Es gelten viele schone
Flachenverhaltnisse

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Parabeln im Barenkasten

Die Sehne AB definiert

v

7 5 Ein Parabelsegment.
' C heil3t Scheitel des
Parabelsegmentes.

Mit einer Folge von
Dreiecken hat
Archimedes die
Parabelflache

IhActinmrrnmAt
8 pestimmt.

»

ILCHIUUI T, LEUPIIalia UIITVEIDItaL LUl Icuuly, www.mathematik-verstehen.de Folie 19




Parabeln im Barenkasten

Parabelausschépfung|des Archimedes

MP ist ein Viertel der Segmenthdhe.
Damit ist die Fidche des griinen Dreiecks ein Achtel von der des
grof3en Dreiecks.

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 22




Parabeln im Barenkasten

DIE QUADRATUR DER PARABEL

S

Abbildung 2.9-1: Die Parabel umschlieft ein Mosaik aus Dreiecken, das die Parabel beliebig genan

anndhern kann. Wir nebmen an, die Differenz zur Parabel sei kleiner als ein Sandkorn.

Aus dem Buch: Archimedes Palimpsest

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 20




Parabeln im Barenkasten

C
N
N
\\

_ \B
/ ' J x‘\‘\.

|
Bild 5
Es ist eine Ellipse, wie die funf, #unkte zelgen, und keine Parabel.

Die Parabel ist die rote Kurve. Die Drelecke waren total falsch.

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 21




Parabeln im Barenkasten

»

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 24




Parabeln im Barenkasten

e Archimedes

und seine

Parabel-

Ausschopfung
Bel jedem Schritt werden neue Sehnendreiecke gebildet.
Die Flachensumme der Sehnendreiecke ist ¥ der
vorigen.

Die Gesamtflachen bilden eine Geometrische Reihe mit
dem Faktor ¥z und der Summe 4/3*Startdreieck.

Damit nimmt die Parabel 2/3 des Kastens ein.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Parabeln im Barenkasten

oo e gfene Al 0

Wihlen Sie eine konkrete Parabel

und zeigen Sie an i1hr das wvon
lhnen Vermutete.

Uberlegen Sie, warum die wvon

IThnen 1m Spezialfall gezeigte

Eigenschaft wirklich fiir alle
Parabeln gilt.

Konkreter Vorschlag: fi{x) = %xz,

Bertthrstelle x=2, Gesamtbrette 12, also [-4,8]

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 25




Parabeln im Barenkasten

; B Kasten =9
I T~ 2/3Kasten=6
] 7~ Kasten \‘--.. Segment =6
/ Segment c
———
-H-".""--
|
A 1 |
ﬁ" int=15
0 E
BRE 0 K 2 3 4 s 1 8 [\
. : Yo — Yo (b—a) Trapez grof3
° ;
rapez gro 2 -Trapez klein
e Tranez klein \Z (b—a)  parallalanram
11 QoL N\iviii 1\ 4 r’al aIICIUQIaIIIIII

 Integral = Trapez grol} -1/3 Parallelogramm

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 26




Parabeln im Barenkasten

F b
5 Keplersche Regel b _
\ If(x) dx = Ta(yO+4Y1+Y2)
3 AN

ot pohnon’. Graes
Keplersche Regel

b
i b—a
s [ 100 dxx 222 (yp 4y, +v,)
a

e Jonannes Kepier (Mathematiker, Astronom) fand schon
Anfang des 17. Jahrhunderts diese Keplersche (Fass-)Regel.
Mehrfache Anwendung flhrt zur Simpsonregel.

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 27




Polynome 4. Grades im Pantherkafig

 Polynome 4. Grades:

Sie haben entweder genau zwel

Wendepunkte oder gar keine.

Betrachtet werden die Graphen mit zwei
Wendetangenten und deren Schnittpunkte mit
dem Polynom.

e Uberraschend ist:

o |strder Abstand der

- Wendestellen, dann ist r auch
der Abstand der
Schnittstellen von den
Wendestellen.

* Die Flachen zwischen Wendetangente und Kurve sind links
und rechts gleich grol3.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Potenzfunktionen y=xx

mit k>1

fiwi=x*1.5, E:F=3:2

3
y = X?

fix)=x"4, K:F=4:1

y=x"

filwi=x"2, K:iF=2:1

y = x5

fix)=u"3, E:F=3:1

y=x

fix)=x"5, EK:F=5:1

y=x

fix)=x"6, K:F=6:1

y=x°

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Gescherte Potenzfunktionen y=xX+mx  mit k>1

1]y
griin=0.333 5100 O
rot = 0.0667 X
Verhaltnis= 5.00
0s] | k = 5.00 £
k
0.6 f(x)=x
m=0
04 /
/
0.2 // AT
V4 1Y \
”~
g - 08 8
0 0.2 0.4 0.6 8 1 .
0.6 m=1
0.4
»,
0 X F

02710 02 h.41 06 08 M

Sy
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e-Funktion mit ,,Eulerkasten

fi(x) = (e* — k). k>0

» Entstehung des Graphen aus Bausteinen
e e-Funktion um k verschieben.

e quadrieren
e Asymptote y= k2.

Bei wachsendem k wandert die Extremstelle
nach aul3en, die Asymptote nach oben.

. |
I

\ —
~_\ J
;&\ i
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e-Funktion mit ,,Eulerkasten

fi(x) = (e* — k). k>0

* Wendepunkt
e EXxtrempunkt
o Schnittpunkt mit der Asymptote

e Uberraschend ist:

e Fir alle k sind Wendestelle und
Schnittstelle mit Asymptote In 2 von
der Extremstelle entfernt.

e Alecn NDie traifanhreaite 1t ctate INn 2
JF \1OVOVU.:. L1U JUI VITVIINITI VILUL TU0L LU LWLV 111 4.,
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e-Funktion mit ,,Eulerkasten

fi(x) = (e — k. k>0

 Die Wendetangente schneidet
Asymptote und x-Achse

e Dadurch wird ein Kasten definiert.

e Uberraschend ist:

e Fur alle k hat dieser Kasten die Breite 2

o Der Wendepunkt liegt auf dem rechten
unteren Viertelpunkt.

 Die Kastenflache
Ist so grof? wie die Flache
zwischen Kurve und

; Asymptote. A ) :
N e A=2Kk? f

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




e-Funktion mit ,,Eulerkasten

H-

] 4
e F il B
~L oz 0 "
T \ S i
-4 -2 -i -1 ™,
-3 -3 -& -1 [
ang L -0.E -2 -i -1 1
5 Eh
B |
LN 15
4 'E ]
& 5 ll:l
% % ¥
. i 5 5
B ,
L L [ s
-F -1 1 1.5 -1 -i.5 0.5 1 1.5 ¢ -1 -i.5 n.5 1 1.5 i

Viele Flachen
sind Vielfache
der
Kastenzellen.

Links unhegrenzter Bereich zwischen Kurwve,
Asymptote und Schnitt mit Asymptote
F=16 Zellen = ganzer Kasten= 2 k2

Bereich zwischen Kurve und Asymptote
zwaschen Nullstelle und Schrtt mit Asvmptote

F=4 Zellen

Bereich zwischen Kurve und Asymptote
zyaschen Wendestelle und Nullstelle F=5 Zellen

Links unhegrenzter Bereich zwischen Kurve,
Asymptote und Wendetangente
F=5 halhe Zellen

Bereich zwischen Kurve und Asymptote
zwaschen Wendestelle und mins Unendlich
F=7 Zellen

Links unbegrenzter Bereich zwischen Kurve,
Asymptote und hnker Kastengrenze (2. B.) 15t
inkommensurahel mit den Kastenzellen, was
zeigt, dass die anderen Eigenschaften
“besonders” sind.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




e-Funktion mit ,,Eulerkasten

TE | —_“-—h_____h ./ "‘_“-—h-_&
N h\ 0. §

als | s, [0

-4 -3 -5 -1
-0z - 0.2

-1 1

/
/
/

5
B g% i
lﬁk\
4 'R
1n
5
z]s £
L L [
-k -1 1 1.5 -1 -0.5% n.s 1 1.% ¢& -1 -0.5 n.s 1 1.5 k3

Viele Flacher Erforschen Sie

sind Vielfache
der mathematische

H B DSV Sl ENVE DIV OWSEINVW R NS
Kastenzellen.

Schonheiten!
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Polynome im Affenkasten

e Danke fur lhre
Aufmerksamkeit!

Erganzungen

iIn Form von Folien oder zumindest in

projizierbarer Grol3schrift
eingesetzt in Workhops, Vorlesungen u.A..

o WWW.doerte-haftendorn.de
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Haftendorn
Schreibmaschinentext
in Form von Folien oder zumindest in 
projizierbarer Großschrift
eingesetzt in Workhops, Vorlesungen u.Ä.. 
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Parabeln im Barenkasten

* Die zu einer Parabelsehne
parallele Tangente hat ihre
Beruhrstelle an der

/ Mittenstelle der Sehne.

Mit anderen Worten:

* Die Tangente an der Stelle r
lasst sich mit Hilfe der Sehne
ZU einem zu r symmetrischen

__/ Intervall finden.

/ e Beweis: Durch Scherung lasst sich die Tangente

IN die x-Achse Uberfuhren. Dann ist die
/ Eigenschaft trivial.

 0O.B.d.Akann das Intervall [0/ 2r] genommen werden, sic!

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Parabeln im Barenkasten

e Die Tangente an der Steller,
» dieSehnezu [r—g,r + &)
» die Sehne zu [r—2¢,r+2¢]

 bilden einen gleichmal3igen
Kasten.

« Bewels: Durch Scherung lasst sich die Tangente
In die Xx-Achse uberfthren. Durch Verschiebung
und Streckung entsteht die Normalparabel. FUr
sie ist wegen (2b)?=4 b? die Eigenschaft Kklar.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Polynome 3. Grades im Affenkasten

e Flachenverhaltnisse e Die Inhalte der gezeichneten
| Flachen stehen im Verhaltnis

3:1

/ 1 e Elemente des Beweises:
n.sz 7

2
p(x)=ax(x~-3r")
: Ist r die Rasterbreite, so hat em
Rasterkastchen den Flacheninhalt

_ 4
FK—2ar.

|  denn die Rasterhohe ist 2 a re.
Die dunkle Fliche hat den Flia- die hellere den dreifachen,

e

1.5 |

cheninhalt namlich:
- [ 4 . —  — {]’ }"" .
rechts A ar., nks A

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Polynome 4. Grades im Pantherkafig

« Seiein Polynom 4. Grades mit zwei Wendepunkten betrachtet.
« 0O.B.d.A. sei W1im Ursprung, W2 an der Stelle r, 0.B.d.A Faktor=1

f'(X)=X(X—=r)=X*=r X
F'(X)=3x"=5rx"+a
f(x)=1x*-1rx’+ax
3
« Wendetangenten wl(X)=ax W2(X)=(E:l—%)x+%l’4

e Schnitt w2 mit f kann durch Ausnutzung der Kenntnis: r ist 3-fache
Schnittstelle elementar gel6st werden.

e fistsymmetrischwenn T '(r)=—1"0), alternativwenn T(r)=0

3

I
e das fuhrt zur Symmetriebedingung: a= E

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Polynome 4. Grades im Pantherkafig

T K B2 k2 15 M

\ ; e Selein Polynom 4. Grades mit

/
——
o

Die Formenvielfalt

nimmt Uberhand!

Nicht das 4-fache, sondern das
4,2-fache der zipfeligen Flache °
Ist so grof3 wie die hellgraue.

zwel Wendepunkten betrachtet.
O.B.d.A. sel es symmetrisch.

Uberraschend ist:

Die Gerade vom Wendepunkt
zu oberen Kastenecke
halbiert die Flache zwischen
Wendetangente und Kurve.
(hellgrau= mittelgrau)

Die Randtangente halbiert die
untere Zellenkante.

Eine gewisse Rolle spielen die
Drittel- und Neuntel-Zellenhdhe

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Potenzfunktionen y=x¥  mit k>1

£l =xt3, D=2, Flickemverhiliris hell. dunkel=35:1

KK und F stehen im Verhaltmis k: 1

Funktionen f mit f{x) = x* und

ErEEE

der Geraden x=5 eine Flache der
Grobe ‘E’T;
Punkt P schneidet die x-Achse an
der Stelle le b, dh der

. Die Tangente im

Abstand dieser Nullstelle von b
verhalt sich zu b wie k: 1.

Diese Tangente bildet mt der
Tangente 1m  Ursprung das
Flichenstiick F (dunkelgrau). Das
konvexe Parabelsegment habe
den Inhalt K (hellgrau).

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




Gescherte Potenzfunktionen y=xX+mx  mit k>1

Gescherte Potenz-

funktion

Dieselben FliachengrofBen und
dieselben  Léngenverhdltnisse
gelten auch fur gescherte
Potenzfunktionen. Hier wurde
durch Addition der Geraden

vy = m x mit der y-Achse als
Scherachse um den Scherwinkel
¢ mit tan g=m geschert.

KK und F stehen im Verhaltmis k: 1

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liuneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Kéln 2001, LFB 2002, GDM 2003




z:n:v'

Die Tangente einer Parabel an der Stelle r ist
parallel zur Sekante {iber dem Intervall
[r+e,r-¢€] mitbeliebigem e>0

Zu einer Tangente
mit Berlhrpunkt s - o ssrceoson o0 s s sissos
gibt es beliebig

viele Béren-

késten.

Jede Rasterbreite

€ erzeugt einen

solchen Béren-

kasten.

Es gibt viele schone L
Flachenaussagen.

/
/
/
/

Vielen
Physiklehrern

- bekannt,

Beweis s.u..

R

-7.5% -5

Zum Beispiel nimmt
das konvexe Parabelsegment
zwet Dirittel des Dreiecks
L'SR ein, das seinerseits so
grol} wie der Kasten ist.

Zum Beweis der obersten Aussage: W, S
O.B.d.A. sei f die Normalparabel.

t eRo(r — 2 7- ,
m_ ()= (r 6)2 ér €) _ 22226 ~2r=f"(r)

Dr. Dérte Haftendorn Johanneum Lineburg




Dr.Dérte Haftendorn Johanneum _ Polynom3.Grades

Alle Polynome dritten
Grades lassen sich 1in
einen  solchen  Affen-
Kasten zeichnen.

Das Kastenraster wird
durch Extrempunkt und
Symmetriepunkt definiert.
Die Wendetangente und
die eingezeichneten
Randtangenten schneiden
sich an besonderer Stelle
auf dem Rand.

Die Tangenten in den
Nullstellen haben eine
besondere Steigung, die
sich schon aus den hier

b=3, Tangente bei r=-1

- b) mit a=

zeichneten Punkten ergibt.
Gleichfarbige  Flichen
sind gleichgroB.

Die Flache zwischen der
unteren Tangente und dem
Maximumbogen ist ein
ganzzahliges Vielfaches
der Flache zwischen der
x-Achse und dem
Minimumbogen.
M Weisen Sie diese
Eigenschaften zunachst an t
der hier gezeichneten |
Funktion nach. ‘\ /
i

B Wahlen Sie selbst ein
solches  Polynom 3. | {’/
Grades, das Extrema hat.
Zeichnen und rechnen Sie
das Entsprechende.

M Stellen Sie Uberlegungen oder Rechnungen an, die beweisen, daB3 diese Eigenschaften
fiir alle Polynome 3. Grades in symmetrischer Ursprungslage gelten. Wie verhélt es sich mit
anderen Lagen? '

M Zeichnen Sie sich auf Karopapier einen beliebigen 16-Felder-Affenkasten und skizzieren
Sie darin moglichst genau und schon ohne irgendwelche Rechnungen ein passendes
Polynom 3.Grades. Bestimmen Sie nun erst eine Gleichung fiir Thr Polynom.

B Vielleicht entdecken Sie noch mehr schone Eigenschaften.

[}



iy

_Polynom 3 Grades

14 September 1996

3
Grades und bel x=r f(x)= a x(x"2 - b) mit a=-1, b=3,Tangente bei r=- (=)
darauf ein Bertihrpunkt §
fir eme Tangente
gegeben, so entsteht
durch den
Berthrpunkt, den
Wendepunkt und die
Tangentenrichtung ein
Parallelogramm. Das
1st eine Zelle fiir einen
16-Felder-Affenkasten.
Wie 1m waagerechten
Fall schneiden sich die
Wendetangente und die
eingezeichneten Rand-
tangenten an
besonderer Stelle auf
dem Rand.
Gleichfarbige Flichen
sind gleichgroB.

B Weisen Sie diese
Eigenschaften zunéchst
an der hier gezeichne-
ten Funktion nach.

B Wihlen Sie selbst
ein beliebiges Poly-
nom 3. Grades und
wihlen Sie darauf
einen Beriihrpunkt.
Zeichnen und rechnen
Sie das Entsprechende.
M Stellen Sie Uber-
legungen oder Rech-
nungen an, die beweisen, daB diese Eigenschaften fiir alle Polynome 3. Grades in
symmetrischer Ursprungslage gelten. Wie verhilt es sich mit anderen Lagen?

B Zeichnen Sie sich auf Karopapier einen beliebigen schrigen 16-Felder-Affenkasten und
skizzieren Sie darin moglichst genau und schén ohne irgendwelche Rechnungen ein
passendes Polynom 3.Grades. Bestimmen Sie nun erst eine Gleichung fiir Ihr Polynom.

B Was gilt, wenn das Polymom keine Extremstellen hat?




-~

i .
N

1 x7°2{(x"2 -6))

Gerader Pantherkéfig fiir Polynome 4. Grades

Auch Polynome
4 Grades lassen sich in |
einen Kasten zwéngen,
sofern sie iiberhaupt
einen Wendepunkt
haben.

Sie haben dann auch
gleich zwei Wende-
punkte, wie man an
der Parabel der
2.Ableitung sieht.
Seien zundchst sym-
metrische Polynome 4.
Grades mit Wende-
punkten betrachtet. Die

\10 / VI
Funktionsgleichung sei
f(x)=ax*(x*-6r?)

Dabei gibt dic Wendestelle r die Rasterbreite an.

Die Rasterhohe ist 9 « r* , wobei, wie im Bild ersichtlich, auch noch
3ar*unda r* selbst wichtig werden. Die Eigenschaften an den Stellen
r und 2r konnen durch den Affenkasten der 1.Ableitung begriindet
werden. Insbesondere findet man so die rechts unten klein einge-
zeichnete Parallele zu Wendetangente. Die dufleren Extrem- und
Nullstellen liegen in irrationalem Verhiltnis zu den Wendestellen
x,=+/3 r und x,=+v6 r , die Extrempunkte liegen aber auf dem
unteren Kastenrand. Wendetangente und Randtangente treffen den
unteren Kastenrand in der Mitte M zwischen zwei Stangen.
Verbindet man den Wendepunkt mit der oberen Kastenecke, so wird
die Fliche zwischen Wendetangente und Kurve genau in zwei

A

~ Halften geteilt, jede hat den Inhalt 128 = > . Die zipfelige Fliche

1iIlkS unten hat den Inhalt 8 a r* . Verhiltnis 16:5 und nicht 16:4 wie man meinen konnte.
Dr. Dorte Haftendorn Johanneum Liineburg




1
f(x)= —— x(x™3 —-6x"24+32)
12

Fur alle Polynome 4. Grades mit Wendepunkten gilt:

Die Flichen zwischen Kurve Wendetangente sind links und rechts
gleich groB. Die Schnittstellen und die Wendestellen bilden ein
gleichméBiges Raster, speziell sind sie ganzzahlig, wenn das fir die
Wendestellen gilt.

- Auch ohne diese Kenntnis lassen sie sich immer mit algebraischer Division

oder Hornerschema berechnen, da die Wendestelle dreifache Losung des
Schnittproblems ist.



Funktionen f mit A(x) = x* und °
k>1 bilden mit der x-Achse und -
der Geraden x=b eine Flache der

. ko
GroBe 2

E+ 1
Punkt P schneidet die x-Achse an
der Stelle ﬁ_]‘;l 5, dh. der

Abstand dieser Nullstelle von b

verhélt sich zu b wie k: 1.
Diese Tangente bildet mit der -
Tangente 1m Ursprung das |
Flichenstiick F (dunkelgrau). Das °
konvexe Parabelsegment habe |
den Inhalt K (hellgrau). Aus elementaren Integrationen ergibt sich:

. Die Tangente im

Gescherte Potenz-

funktion

Dieselben FlachengroBen und
dieselben Léngenverhiltnisse
gelten auch fiir gescherte
Potenzfunktionen. Hier wurde
durch Addition der Geraden

= m x mit der y-Achse als
Scherachse um den Scherwinkel
o mit tan ¢=m geschert.
Fiir ganzzahlige k haben die Polynome f mit f(x =x*+mx bei
ungeradem k im Ursprung einen Wendepunkt, bei geradem k eine
Plattstelle. =Nulistelle der 2. Ableitung ohne Vorzeichenwechsel

Dr. Dorte Haftendomn Joharneum Lineburg




Dorte HAFTENDORN, Liineburg
Polynome im Affenkasten

Polynome nicht zu hohen Grades haben die iiberraschende Eigenschalft,
dass sie sich in Kaésten oder d&dquidistanten Gittern einpassen. Im
Zusammenhang damit gelten auch viele schone Flichenverhéltnisse. Es
eroffnet sich die Moglichkeit, entdeckendes Lernen anzuregen und dabei
durchaus sinnvolle Experimente mit Computeralgebrasystemen zu
unterstiitzen. Der Scherungsgedanke fiihrt zu eleganten Beweisen und
Verallgemeinerungen, einige Grundgedanken lassen sich auch bei anderen
Funktionenklassen anwenden. Ziel des Beitrags ist es zu zeigen, dass auch
in mathematischem Standardstoff auBerordentliche Schonheit verborgen
ist, geeignet, die Freude an der Mathematik wach zu halten.

Vorbemerkungen

Wenn Lernende in der Mathematik eigenstdndig tatig werden sollen, ist es
unerlisslich, dass sie ihre Vermutungen, Uberlegungen und Entdeckungen
in Worte fassen konnen, mit Worten kann der kreative Prozess erst
eigentlich in Gang kommen. Daher habe ich die “Affenkédsten”, “Béren-
kisten” und “Pantherkéfige” fiir die Polynome eingefiihrt. Ein wenig stand
auch der mittelalterliche Gaukler Pate, der sein exotisches Tier im Kafig
priasentierte. Das Bild des Kifigs passt zu dem im Folgenden vorgestellten
gleichméfigen Raster, dem sich die Polynome niederen Grades nicht
entzichen konnen. Die starke “innere Formbindung” kennt auch der
Ingenieur, der lieber zu Splines statt zum Interpolationspolynom greift.

Affenkisten der Polynome 3. Grades

Wendepunkt und Extrempunkt (falls vor- I
handen) definieren eine Kastenzelle. Alle
Polynome 3. Grades mit Extrema haben
(bis auf Achsenstreckungen) den hier mit
ausgewdhlten Tangenten gezeigten
Graphen. Offenes Arbeiten wird schon
dadurch angeregt, dass kein Funktionsterm
und kein Koordinatensystem vorgegeben \
wird'. Auch die Generalisierung muss nicht
vorweg angeregt sein, sondern ergibt sich
als sinnvolles mathematisches Tun?. Abb. 1

' Selbstverstindlich sollen die gezeigten Rasterpunkte exakt erreicht werden und nicht
nur ungefdhr. Stets vermittelt das Raster exakte Information.

? Insofern sollen fundamentale mathematische Arbeitsweisen angestrebt werden.



Scherung

Die Addition eines linearen Terms zu
einem beliebigen Funktionsterm bewirkt
eine Scherung des Graphen. Scherachse ist
die Parallele zur y-Achse durch die
Nullstelle der addierten Geraden. Inzi-
denzen, Teilverhiltnisse und Flachen blei-
ben erhalten, aber auch Wendestellen und -
der Grad der Polynome.

Daher gelten alle am geraden Affenkasten
gefundenen Eigenschaften auch an
schrigen Affenkdsten. Die Rolle des
Extremums nimmt der Beriihrpunkt einer
beliebigen Tangente ein. Damit gibt es nun
zu jedem Polynom 3. Grades unendlich
viele solcher Affenkésten.

Abb. 2

Es zeigt sich, dass die Scherung eine zu unrecht vernachlissigte Abbildung
ist. In den hier betrachteten Zusammenhingen wird sie auch bei anderen
Polynomen mit grof3er Wirkung eingesetzt.

Es ist sehr ergiebig Flichen und Flichenverhiltnisse zu betrachten. Das
kann hier nicht dargestellt werden [Ha].

Barenkiasten der Parabeln

Zu jeder Sehne einer Parabel existiert an
ihrer Mittenstelle® die zu ihr parallele
Tangente. Diese Tatsache wird auch von
Physikern gern verwendet und ergibt sich
hier, wenn man sich die Sehne in
waagerechte Lage geschert denkt. Die vier
Zeilen des Kastens folgen aus (2r)* = 4r’.
Besonderheit ist, dass die Randtangente
stets wie gezeigt den Rasterpunkt trifft. Das .
hat zur Folge, dass sich die Tangenten an Wi
der Mittenstelle auf dem Doppelkastenrand
treffen. Das ldsst sich sowohl durch
Ableiten, als auch durch Scherung zeigen.
Auch hier sind Flichenberechnungen und
ihr Vergleich mit der Kastenfldche sinnvoll.

\X

\

Abb. 3

3 Das Wort “Stelle” wird konsequent fiir Abszissen (x-Werte) verwendet.



Archimedes hat die Flache zwischen Parabel
und Sehne durch Ausschopfung mit Dreiecken
bestimmt [Ha]. Heute ist die Integralrechnung
das angemessene Werkzeug, um zu beweisen,
dass die Parabel zwei Drittel des Kastens
einnimmt (Abb. 4).

Parahe]

Aus ihm folgt durch Betrachtung passender
Trapeze sofort die “Keplersche Regel™

b

b_
[Fde= == (pn+dp+n) |

und damit ein direkter Bezug zu Anwendungen.

Pantherkifig der Polynome 4. Grades Abb. 4

Polynome 4. Grades haben entweder

genau zwei Wendepunkte oder gar] -
keinen. Die beiden Wendestellen, so

vorhanden, definieren ein Gitter, auf ,
dessen dufleren Stangen die Wende-
tangenten den Graphen schneiden. Die
Flichen Ilinks und rechts zwischen
Wendetangenten und Graphen sind
gleich grol. Die Verbindung des
Wendepunktes mit dem Schnittpunkt
halbiert die betrachtete Fldche [Ha]. Abb. 5

Wenn bei der Funktion fmit f(Xx) =a (ﬁx“ —%l’ x> +m X)

der Wendestellenabstand r ganzzahlig gewéhlt wird, lassen sich die
Schnittprobleme leicht 16sen, obwohl sie vom Grad 4 sind. Dazu muss man
ausnutzen, dass die Wendestelle dreifache Nullstelle der Schnittproblem-
Gleichung ist. Natiirlich lassen sich auch biquadratische Funktionsterme
gut handhaben. Eine Quergliederung bringt hier keine “guten” Ergebnisse
mehr. Die Formenvielfalt nimmt mit dem Grad der Polynome stark zu.

* Die Bezeichnung “Fass-Regel” sollte man vermeiden, da Lernende leicht meinen,
man bestimme mit ihr ein Volumen.

> Der Name “Pantherkéfig” ist dem Gedicht von R. M. Rilke: “Der Panther” entlehnt.



Potenzfunktionen

Verbindet man einen beliebigen Punkt einer
beliebigen Potenzfunktion mit k>1 mit dem
Ursprung und ldngs der Tangente mit der x-
Achse, so teilt der Funktionsgraph das ent-

stehende Dreieck im Verhiltnis k 3 1.

Beim ersten Erkunden sollte man mit b=1 die

Rechnungen vereinfachen. os 1 15 f
, , ) Abb. 6
Varianten dieses schonen Zusammenhangs kann

man durch Addition eines linearen Terms (Scherung, s.o.) oder durch
Betrachtung von Wurzelfunktionen erhalten.

Eine besondere Exponentialfunktionenschar

Die durch fk (x)= (ex —k)2

definierte Schar ist einschldagig bekannt.
Dennoch wird i.d.R. nicht das Augenmerk
auf Zusammenhénge gerichtet.

-z -1 1
Beachtet man, dass da eine verschobene  Abb-7
eSFunktion quadriert wird, so sind die
Beriihrnullstelle In(k) und die Asymptote
in der Hohe k? klar. Erstaunlich ist, dass
die Wendestelle und die Schnittstelle mit
der Asymptote von der Nullstelle stets den

festen Abstand In(2) haben (Abb. 7).

Die Wendetangente bildet durch ihren
Schnitt mit der x-Achse und der 5. g

Asymptote einen Kasten. Dieser hat die

feste Breite 2 und der Wendepunkt liegt immer auf der gezeigten
Viertelstelle (Abb. 8). Die Fliche des Kastens ist 2k* und damit genau
gleich der links nicht begrenzten Flache zwischen Asymptote und Graph.

Mathematische Besonderheiten und Schonheiten lassen sich vielfdltig
entdecken.

Literatur und weitere Informationen

[Ha] Haftendorn: “Polynome im Affenkasten”, www.doerte-haftendorn.de
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10.6 Funktionen 1m Affenkasten

10.6 Funktionen im Affenkasten
Mit freundlicher Genehmigung von Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Liineburg © 2003

In diesem Projekt geht es zuerst um ganzrationale Funktionen dritten Grades mit drei Null-
stellen und Symmetrie des Schaubilds zum Ursprung. Aunschlieflend stellt sich die Frage, ob
die gefundenen Eigenschaften sich auf weitere (alle} Funktionen dritten Grades bzw. deren
Schaubilder ibertragbar lassen.

Hier ein Schaubild einer solchen Funktion in einem speziellen Raster, dem Affenkasten.

Geben Sie auf folgende Fragen Antworten
und begriinden Sie Thre Antworten durch
Rechnung oder verbal. Fihren Sie die
Aufirdge aus. Maple kann sowohl bei den
Schaubildern durch schnelle Manipulation
am Term wie bei den Berechnungen
helfen. Versuchen Sie méglichst bald,
allgemeine Zusammenhange, die Sie
erkannt haben, auch in Maple allgemein zu
nutzen. Eine von Anfang an sorgfiltige
Dokumentation in und mit Maple
erlerchtert die Arbeit.

S 20

i,
g,
g

Schaubild auf?

Wie lautet demnach eine Gleichung ;
fuir die zugehorige Funktion?

1
Welche besonderen Punkte weist das  f--- - bomomom g p o f’-“ﬁll«-w’*f- e
I
|
{
!
i
L

S A

2

Warum wurde wohl genau dieser
Kasten (Ausschnitt des Schaubilds) mit diesen Abmessungen gewahit?

Zeichnen Sie in den Randpunkten links und rechts sowie im Wendepunkt die Tangente
ein. Wo treffen sich die ,Randtangenten mit der Wendetangente? Kann man die
Koordinaten der Punkte angeben?

Die eben gefundenen Schnittpunkte verbinde man links mit dem Punkt Pr(-2|0) und
rechts mit Pg(2|0) und berechnet die Steigung der Verbindungsgeraden. Vergleichen Sie
diese Steigung mit der der Tangenten in den Nullstellen. Was fillt auf?

Gibt es einen Zusammenhang zwischen der Steigung der Tangenten in den Nullstellen
und der der Wendetangente?

Seien nun die Funktionen f und g mit f(x)=-x-(x"~2) bzw. g(x)=x-(x’-3)
gegeben. Gibt es fir deren Schaubilder auch einen Affenkasten mit den prinzipiell
gleichen Eigenschaften wie oben?

Passen alle Schaubilder von Funktionen dritten Grades, die punktsymmetrisch zum
Ursprung sind, in solche Affenkisten? Lisst sich das beweisen? Wie sieht es in dieser
Hinsicht mit beliebigen ganzrationalen Funktionen 3. Grades aus? Versuchen Sie zu
begriinden oder gar zu beweisen.
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Wem jetzt noch nicht der Kopf schwirrt, der kann sich auch an Flachenverhaltnisse wagen.
Betrachten Sie dazu die Skizze.

1

) Bestimmen Sie die Flacheninhalte
der grauen Flichen wund das
Verhiltnis der beiden Inhalte.

! e Gilt das gleiche Flachenverhilinis
: ' auch fiir die Schaubilder der
Funktionen fund g?

e Lasst sich der Zusammenhang
allgemein begriinden oder
beweisen?

g
g .

Wer mehr uber Affen- oder Birenkasten
sowie Pantherkifige wissen mdchte,
ﬁndet Hmwelse bei der Internetadresse
' ' Wtp www doerte-haftendorn. de.

Einen Vorgeschmack liefert die folgende Aufgabe:
Gegeben sei die Funktion h durch die Gleichung | 9]

h(x)= %xz . (x2 — 6); xR . Das Schaubild zeigt die

Abbildung samt einem geeigneten Kasten.

S Nt gyp e weein ot

a) Bestimmen Sie fiir das Schaubild von h die
Schnittpunkte mit der x-Achse, die Extrem- und
Wendepunkte.

b) Zeichnen Sie mit Maple das Schaubild samt
Kasten und den Wendetangenten. Die
Wendetangenten schneiden den Kasten in Sp
und Sg.

RSty
W'W“""““Ws»mmm‘,
5 Lt

-

¢) Bestimmen Sie die Fliche zwischen der linken | E ]
Wendetangente und der Kurve. Verbinden Sie -3 2‘2 3 AU
Sg mit dem zugehorigen Wendepunkt Wy zur | 74
Geraden k. Wie teilt die Gerade k die eben ! %g‘g\ /’(

{

[J 4

w
%%

- M.s/’
A
o

berechnete Flache?

d) Versuchen Sie eine Verallgemeinerung aller
Erkenntnisse bzw. Aussagen auf Funktionen der Form A_,(x)=a-x* (x2 - bz) .

RNV 1,

e)  Wie sieht es mit , schrigen W-Formen™ der Bauart %, ,(x)=a-x -(x2 —b2)+m-x aus?
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Polynome im Affenkasten

Fur jedes Polynom bis zum
4. Grad gibt es einen Kasten, in
dem es angeschaut werden kann.

Jede Potenzfunktion zeigt eine
besondere Schonheit.

Neuentdeckungen sind jederzeit
mdoglich.

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitét Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 1

Polynome im Affenkasten

Ubersicht

¢ Polynome 3. Grades
* Scherung als Beweisgedanke
¢ Parabeln im Barenkasten

¢ Polynome 4. Grades im
Pantherkéfig

¢ Potenzfunktionen
- ¢ Andere Funktionsklassen

» Entdeckendes Lernen

¢ Fundamentale Ideen der
Mathematik und ihrer Lehre

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 2 ‘

Polynome 3. Grades im Affenkasten

*  Wir betrachten ein Polynom 3. Grades, das Extrema hat.

¢ Maximum und Wendepunkt
definieren eine Kastenzelle.
* Symmetrie zum Wendepunkt.

i » Uberraschend ist:
zr  die n&chste Zelle passt immer.

p(x)=ax(x? 3r)
pi{x)=a(3x*-3r")0BdA

pl2ry=az2r(rt) Q

[ Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitit Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 3 |

p[—r:=ar{2rll

] Polynome 3. Grades im Affenkasten

< Jede Tangente schneidet die Wendetangente.
|/\  Uberraschend ist:

« Die Tangente am Kastenrand
schneidet die Wendetangente

j/ auf der oberen Kastenlinie

¢ Der Schnittpunkt liegt immer
an der 2:1 Teilungsstelle der
Zelle

&

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de ~ Folie 4 |

Polynome 3. Grades im Affenkasten \

Die Nullstelle ist stets das ﬁ—fache der Extremstelle.

f\ p(x):ax(xz—srz)

/

17N\ + Die Nullstellen -Tangente liegt
also ,,irrational“ im Kasten.

: [}

/ « Sie passt nicht zu den anderen
; wichtigen Tangenten.
- e Wirklich nicht?
/ « Uberraschend ist:
¢ Sie ,erbt* ihre Steigung aus
dem Kasten, m.a.W.:
sie ist stets parallel zu einer
markanten Kastenlinie.

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitét Liineburg, www.mathematik-verstehen.de ~Folie 5 |

Polynome 3. Grades im Affenkasten \

* Flachenverhéltnisse Q leer IQ fertig

« Die Inhalte der gezeichneten
Flachen stehen im Verhaltnis
3:1

¢ Das ist einfach schon.

« Uberraschend ist:

¢ Esistein rationales
Flachenverhaltnis, obwohl
die beteiligte Nullstelle
LHirrational” im Kasten liegt.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de ~ Folie 6 |
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Polynome 3. Grades im Affenkasten

» Flachenverhaltnisse

¢ Flachen gleicher Farbe sind
gleich groR.

bl L
plx)=ax(x"-3r)
Ist r die Rasterbreite, so hat ein
Rasterkistchen den Flicheninhalt

F.=2ar?

Polynome 3. Grades im Affenkasten

: Was gilt bei anderen
, Polynomen 3. Grades?

7 » Scherung?

‘ Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitét Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 7

I 1+ Wie zeigt sich
' Scherung im
Funktionsterm?

¢ Erreicht man

alle Polynome
ﬁ% 3. Grades?

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 8

\ Polynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung erklaren

Polynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung bei Funktionen erklaren

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitit Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 9

NS o

P 5 6

Geradenaddition
bewirkt eine
Scherung
Doppelte Nullstelle Folot(
wird zur Berlhrstelle.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 10

\ Polynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung allgemein

P
‘:’”” « Addition eines linearen Terms

zu einem Funktionsterm
bedeutet geometrisch eine
Scherung des
Funktionsgraphen.

m x+b

» Scherachse ist die Parallele zur y-Achse durch die
Nullstelle der zum linearen Term gehdrigen Geraden

¢ Scherwinkel ist der spitze Winkel, den die Gerade mit
der x-Achse bildet.

[ Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitit Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 11

Polynome 3. Grades im Affenkasten \

. i Scherung bei Polynomen
: P 3. Grades
.m + durch Addition des Terms
@ . einer Ursprungsgeraden
2
£ f(x)=a x°+b x

3 » Scherachse ist die y-Achse
4 P

« Scherwinkel ist der (spitze)
/ ) a Steigungswinkel.
= Auch in der anderen Darstellung:Q

Prof. Dr. Ddrte Haftendorn, Leuphana Universitit Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 12 |
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 Scherungen erhalten
Teilverhaltnisse und
Inzidenzen

» Scherungen erhalten die
FlachengroRe
« Scherungen erhalten also

auch die Flachenverhéltnisse
* Neu ins Bewusstsein geruckt:

solche Scherungen erhalten
die Wendestellen
Scherungen erhalten den
Grad eines Polynoms

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 13 ‘

Polynome 3. Grades im Affenkasten

¢ Also:

¢ Jede Tangente definiert mit
Berihr- und Wendepunkt eine
Kastenzelle.

// A * Alle fiir gerade Affenkésten

bewiesenen Tatsachen gelten
auch fir schrage Affenkasten.

¢ Alles gilt fur alle Polynome
3. Grades.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 14

Polynome 3. Grades im Affenkasten

* Also:

« Jede Tangente definiert mit
Beriihr- und Wendepunkt eine
Kastenzelle.

« Alle fur gerade Affenkdsten
bewiesenen Tatsachen gelten
auch fiir schrage Affenkasten.

* Alles gilt fir alle Polynome
3. Grades.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 15

Parabeln im Barenkasten |

Loy

Parabeln im
Barenkasten

B

z ?‘5‘; ?,A:
—
h---'-'-----

@

Gute Benennungen
fordern Verstehen!

A

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 16

Parabeln im Barenkasten

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 17

Parabeln im Barenkasten

frere = owt

r=1 wd epsilon =2

S g * DieTangenten an den Ecken des
Bérenkastens:

« treffen die untere Kastenkante auf
einem Gitterpunkt

¢ Dies kann also
gar keine
Parabel sein.

¢ Die beiden Tangenten schneiden
sich untereinander auf der
Unterkante des ,,Doppelkastens*

e Es gelten viele schone
Flachenverhéltnisse

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 18




Parabeln im Barenkasten

Die Sehne AB definiert
Ein Parabelsegment.
C heif3t Scheitel des
Parabelsegmentes.

Mit einer Folge von
Dreiecken hat
Archimedes die
Parabelflache
bestimmt.

eruuin, Leupnana Uinversa Luneuury, wiWW.mathematik-verstehen.de  Folie 19 |

Parabeln im Barenkasten

DIE QUADRATUR DER PARABEI

Aus dem Buch: Archimedes Palimpsest

‘ Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 20

Parabeln im Barenkasten

Bild \
Es ist eine Ellipsg, wie die f[]nt‘#unkte zeigen, und keine Parabel."'.l
Die Parabel ist die rote Kurve. Die Dreiecke waren total falsch.

[ Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de  Folie 21 |

Parabeln im Barenkasten

&

i
i
1
i
i
i
i
1
i
i
i
.
I

MP ist ein Viertel der Segmenthdhe.
Damit ist die Flache des griinen Dreiecks ein Achtel von der des
grofRen Dreiecks.

[ Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de  Folie 22 |

Parabeln im Barenkasten |
* Archimedes
und seine

% % Parabel-

AR EE] “”4%“65 Aussch(’jpfung

e 7 s 7 st

« Bei jedem Schritt werden neue Sehnendreiecke gebildet.

¢ Die Flachensumme der Sehnendreiecke ist Y2 der
vorigen.

¢ Die Gesamtflachen bilden eine Geometrische Reihe mit
dem Faktor ¥ und der Summe 4/3*Startdreieck.

« Damit nimmt die Parabel 2/3 des Kastens ein.

[ Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de ~ Folie 23

Parabeln im Barenkasten

Prof. Dr. Ddrte Haftendorn, Leuphana Universitét Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 24 |




Parabeln im Bérenkasten \

offne Ao

Wahlen Sie eine konkrete Parabel
und zeigen Sie an ihr das von

Offene Aufgabe
Was izt dargestellt?

) Ihnen Vermutete,

Uberlegen Sie, warum die von

Ihnen im  Spezialfall gezeigte

Eigenschaft wirklich fir alle
Parabeln gilt.

Konkreter Verschlag fix) = %12,

EBeruhrstells w=2, Gesamthrede 12, also [4,8]

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 25 ‘

Parabeln im Barenkasten

Kasten=19
st -...\ 2!3Kasle:|:ﬁs
o (o
int=15
K] - 0 1 2 3 a 5 8 %
Y2— Yo b Trapez groR
. 22 _0(ph-a
Trapez grofs 2 ( ) -Trapez klein
« Trapez klein y1(b—a) Parallelogramm

« Integral = Trapez groR -1/3 Parallelogramm

l Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 26

Parabeln im Barenkasten |

Eeplersche Reg;],

b
b-a
J 100 dx= ==(yo +4y+y2)
e
nd Polynom 3. Grades

|Kep|ersche Regel |

beliebige Fkt. ~
-Iw 25 )

« Johannes Kepler (Mathematiker, Astronom) fand schon
Anfang des 17. Jahrhunderts diese Keplersche (Fass-)Regel.
Mehrfache Anwendung fiihrt zur Simpsonregel.

[ Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 27 |

\ Polynome 4. Grades im Pantherkafig

¢ Polynome 4. Grades:

Sie haben entweder genau zwei

Wendepunkte oder gar keine.

Betrachtet werden die Graphen mit zwei
Wendetangenten und deren Schnittpunkte mit
dem Polynom.

« Uberraschend ist:

¢ st r der Abstand der
Wendestellen, dann ist r auch
der Abstand der
Schnittstellen von den
Wendestellen.

» Die Flachen zwischen Wendetangente und Kurve sind links
und rechts gleich grof.

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 28

\ Potenzfunktionen y=xX  mitk>1

Fixl=x'1.5, Fip=d:2 fix)=x2, KiP=i:l flxhmatd, Kifmdel

y=x°

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de ~ Folie 29 |

| Gescherte Potenzfunktionen y=xk +mx  mit k>1

0.8

06 m:].

04

0o 02 04 06 08 |

£
1] X

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 30
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e-Funktion mit ,,Eulerkasten* \
fi(x)=(e* -k )Y, k>0

« Entstehung des Graphen aus Bausteinen
« e-Funktion um Kk verschieben.

« quadrieren
*  Asymptote y= k2,

« Bei wachsendem k wandert die Extremstelle
nach auBen, die Asymptote nach oben.

Fundamentale Idee
Funktionen aus Bausteinen
aufbauen

! f
/
/ /
—
P

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de ~Folie 31

\ e-Funktion mit ,,Eulerkasten® \
fix) = (e” -k ), k>0

Wendepunkt
Extrempunkt
Schnittpunkt mit der Asymptote

 Uberraschend ist:

Far alle k sind Wendestelle und
Schnittstelle mit Asymptote In 2 von
der Extremstelle entfernt.

Also: Die Streifenbreite ist stets In 2.

&

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 32 ‘

e-Funktion mit , Eulerkasten® |

LI I — x 2 >
~R\ i Si(x)=(e kY, k>0
e O « Die Wendetangente schneidet

SN T Asymptote und x-Achse

« Dadurch wird ein Kasten definiert.
 Uberraschend ist:
« Furalle k hat dieser Kasten die Breite 2

« Der Wendepunkt liegt auf dem rechten
unteren Viertelpunkt.

» Die Kastenflache
ist so groR wie die Flache
zwischen Kurve und
Asymptote.

e A=2k?

[ Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de ~ Folie 33

e-Funktion mit ,,Eulerkasten*

T ] B —
o]« o
ofe o
S 4 = & 1
0.x 0.x & n y 1
] —]
it
1
5
ils
E El 1 A A s w5 115z ER R I
2 Eer nschen Karve und Asymptote
X e e ulerelle und Seheate amt Asymptate
fk(X)= e” -k Fed Zelien

Bereach ewischen Karve und Asymptote Links unbigrenster Bertich swischen Kurve,
susschen Wendestele und Hidletelle F=$ Zellen | Asymptote und Wesdetangente
F=5 balbe Zellen

Viele Flachen
. ) Beresch zwischen, Karve und Asymphste Links urbegrenster Bereich rwischen Kurve,
sind Vielfache swischen Wendestele und mizss Unendlich Asymptots und Enker Kastengreeze (z B.)in
Fe

=7 Zellen inkostenensurshel m den Kastenzeles, was

der Kastenzellen. s, dasi die srdeven Exgenichatien
“besonders” sind

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, www.mathematik-verstehen.de _Folie 34

e-Funktion mit ,,Eulerkasten*

T = ] B
u
4 "
afz .
S PO
i i a3 y ) 1
1]
|
5
ils
E] EY 1 S s s LoLs ot s ws L1s o1

Viele Flachen

eerien  Erforschen Sie
CI'<earstenzellen. mathematlSChe
Schdnheiten!
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| Polynome im Affenkasten |

e Danke fir lhre
Aufmerksamkeit!

Www.mathematik-verstehen.de
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Polynome im Affenkasten oOffene Aufgabenstellung fir TI-nspire

Aufgabenzeichnungen flr Affenkastenforschung

Datei
affenkasten2011.tns

N[
/ 4)

Offen formulierte
Aufgabe.

/ /

N

4

Auf 11 Seiten wird ein
maogliches Vorgehen
ausfuhrlich vorgestellt und
erlautert.

Suchen Sie sich ein moglichst geschicktes Koordinatensystem und bauen
Sie Zeichnung 1 mit dem T1 nach. Betatigen Sie die von der Darstellung

suggerieten Zusammenhange zunachst fur [hr Beispiel.

Tun Sie entsprechendes fur die anderen Zeichnungen.

Schlieflich muss das auch noch allgemein bewiesen werden. Machen Sie
dazu ein neues Problem auf, damit Sie dieselben Bezeichnungen wahlen
kénnen. Es gibt noch viel mehr schéne Flachenverhaltnisse. Forschen Sie!

Die Beweisseiten in
Problem 2 der Datei
erfordern CAS, die
anderen nicht

Es ist formuliert fur
Anfanger beim Einsatz
von Tl-nspire.

}
i

Werkzeugpalette Dokumente
2 3 = ou ..
477 Ty |
Graphs & Geometry 2 /
/
[¢ 1:AKtionen v /
2:Ansicht 8 /
A 3:Grafiktyp v - /
m 4:Fenster 4 204 ------- ['["JJ.?@\J ------------ ,f( 3-1 O-J A
A 5:spur g / /1 (x)=x? (x-3)
N@t &:Graph analysieran 4 J [ I _2) /
/ ! /
@ 7:Funkte & Geraden 4 I,I"II \/
g:Messung Y f ( 2, -4)
() g:Formen 8 /
-’!( Ak onstruktion 4
f
@ i
-© BAvbiung " < f1 (x)=x2-(x—33

I .

Graphen markieren und
re-Klick ermdglicht ein

57

A
4]
(7t
o0
—_
[{]
(]
=

reichhaltiges Menu.
Leider ist dieses meiner
Beobachtung nach nicht
im Sratch-Graph
vorhanden. Man muss
schon in einer Datei

/]
(2,-4)

|
/ | |
j

.

|

.

’."

arbeiten.

Jedenfalls Graph
analysieren wichtig, aber
auch das Punkte-menu

mit dem Schnittpunktwerkzeug und die Konstruktion mit den Senkrechten. Es folgen
projizierbare Bilder flr die ganz offene Bearbeitung im Unterricht:
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ne Aufgabenstellung flr Tl-nspire
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=

Weitere Bilder,

Ubertragung auf andere Polynome und
Untersuchung von Polynomen anderen
Grades,

viele didaktische und mathematische
Erlauterungen und Beweise

finden Sie auf
www.mathematik-verstehen.de

im Bereich Analysis - Affenkasten

Dort sind auch mehrere Powerpointvortrage
verfugbar.

Jedenfalls erdffnet diese Sicht auf Polynom
eine fruchtbares Arbeiten von Lernenden mit
Einsatz von Tl nspire, GeoGebra, CAS ....

Mathematik ist schon!
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Affenkasten2011

Aufgabenzeichnungen fiir Affenkastenforschung

Haftendorn 2011 Weiteres dazu www.mathematik—verstehen.de Bereich Analysis

| [\
;

v/

Suchen Sie sich ein méglichst geschicktes Koordinatensystem und bauen Sie Zeichnung
1 mit dem Tl nach. Betatigen Sie die von der Darstellung suggerieten Zusammenhange
zunachst fur lhr Bkeispiel.

Tun Sie entsprechendes flur die anderen Zeichnungen.

Schlie3lich muss das auch noch allgemein bewiesen werden. Machen Sie dazu ein neues
Problem auf, damit Sie dieselben Bezeichnungenwahlen kénnen. Es gibt noch viel mehr
schéne Flachenverhaltnisse. Forschen Sie!

1.1
affenkasten2011.tns 1 von: 15
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Polynomeim Affenkasten Grundlage Haftendorn Mai 2011
ﬂ:x]::xZ.[x_3:| » Fertig Koordinatensystem so gewahlt, dass die Berechnnungen
vermutlich einfach werden.

Die Nullstellen sind wegen dieses Funktionsterms klar:

x01:=0 » O doppelte Nullstelle x02:=3 » 3 einfache Nullstelle.

Im Graphfenster sind mit re—Klick : Graph analysieren, schon ist das Minimum und der
Wendepunktgefunden. Beides entspicht den durch die Aufgabenzeichnungangeregten
Erwartungen.

Mit dem Werkzeug—Symbol kommt man in das Geometriemenu. Damit kann mit
Senkrechten und Formen—> Rechteck den Affenkasten zeichnen.

Die direkten Rechnungenwaren:
Ableitung df(x):zdi(f(x)) » Fertig dﬂ:xj > .3-x°{:x—2:}
X

Man sieht mit bloBem Auge die Nullstellen der Ableitung x=0 und x=2

>

<

1.2

affenkasten2011.tns
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: —
5.01

1.87 / 0.

T2

<« f1 (x)=x2 -(x—3)

)

Ordinate fur das Minimum: ye2:=1(2) » 4

Also habendie Zellen des Affenkastens die Breite 1, die Hohe 2 und die Flache 2.
Der Wendepunkt, exakt gerechnet:

ddf(x):Z%(dﬂx)) » Fertig ddf(x) > 6°x—6

Man sieht xw:=1 » 1 Ordinate dazu ywzzf(xw) » -2 wie erwartet.

1.3
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Untersuchungder Tangentenim
Wendepunktund in den KasteneckenZeichnung1.
Die Tangentenkann man direkt anfordern talx):=tangentLine (flx),x,xw] » Fertig

ta{:x:} » 1-3-x Auf einer neuen Graphikseite, die als Kopie der anderen entandeniist,
werden diese in die nachfolgenen Tangenteneingetragen.

ecld:x:}:ZtangentLine i::f{:x:},x,—ﬂ > Fertig eckiix:} > 9-x+5

Die Einzeichnungund die Beschaffung des Schnittpunktes mit den Geo—Werkzeugen
zeigt als Ordinate des Schnittpunkte eine 2, das passt in einen erweiterten Affenkasten

ebenso auf der anderen Seite eck2x):=tangentLine (fix),x,3] » Fertig eck2x) » 9-x—27

Dartberhinausliegt die Schnittstelle (evt. nur bei diesem Beispiel ?) auf einer
Drittelstelle des Kastens.

Rechnungendazu solve [ta(x]=eckx),x] » x:% ta}%} > 2

Co C 7 ( 7 ) .
solve |talx)=eck2x/,x]| » xz; ta|g| » -6 wie enwartet.

1.4
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_ - sckal)
-1.7 (3,0]
10,0 (2] f1{x)=x2-(x3)
£2(x)-talx)
> 9.2 |
15
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Untersuchungder gestrichelten Tangenten

Zuerst muss man die Schnittpunkte N1 und N2 des Graphen von f mit der waagerechten
Mittellinie des Kastens bestimmen. Im Graphfenster ist das interaktiv gemacht. Die
Schnittstellen sind keine ganzen Zahlen, auch keine offensichtlichen Briiche. Daher
berechnenwir sie jetzt:

solve (f(x)z—z,x) > x:-{ 3 —1::* or x=1 or x:B +1 Klar, diese Wurzelausdriicke konnte man
nicht "erkennen".

Taufe: xn1:={\/;—1) > —*:: 3 —1::* und xn2:=(3 +1 » \EH
Tangentenin N1 und N2

tan1(x):=tangentLine (f(x),x,xn1) » Fertig tan1(x) > 6-x+2-*::3- 3 —'-’L::*
tanZ(x):ZtangentLine (f(x),x,xnj » Fertig tanZ(x) > 6-x—2-{3-£ +'-’L::*

Beide Tangentenhaben Steigung 6, eine Zahl, die sich im Affenkasten interpretieren
lasst. In der Aufgabenzeichungwird vorgeschlagen,

Geraden durch die linke bzw. rechte Kastenmitte und den Punkt zu legen, an dem die
Wendetangeteden Doppelkasten verlasst.

kam1(x):=6-(x+1)—2 » Fertig kam2(x):=6-(x—3)—2 » Fertig

<

1.6
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-1.87

/]
// / 16(x)—tan1(x|

f14(x)~kam1(x)’
LS

Vergleich mit der gegebenenZeichnungergibt, dass auf diesen Geraden jeweils der oben
berechnete Schnittpunkt liegen soll. Wir prifen das

kam1(?1) > 2 und kam2(2+§) » -6 Das passt.

Also kénnte man die N-Tangentensteigungenaus dem Affenkasten gewinnen.

1.7
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“1.87

NI 2] L2
_ _:.) f ] " "
[-0.732, 2] f1(x)=x2-(x—3)
/ / /233,61

f7(x)=kam1(x]

f5(x)=tan1(x)

2 -10.25 |1 falv|=tal v

1.8
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Flachenaufgabe

flx) » x2-(x-3) ist die Funktion, die wir gewahlt haben.
Mit unserem Koordinatensystem ist die untere Kastenlinie y=—4
und die mittlere y=-2. Die in der Aufgabe dargestellten Flachen sind also

) - | xn2 | o
links | [flx)+4)dx » = undrechts |2—{flx)+4)|dx » = .
| 1 4 1 | +

Das ist genaudas Dreifache, die beiden Flachen verhalten sich wie 3:1

Die Intergale kann man auch interaktiv in Grafikfenstern bestimmen. Dazu wahlt man den
Graphen aus und nimmt re—Klick Integral. Die linken und rechten Grenzen hat man am
besten vorher schon mit den Geometriewerkzeugen beschafft. Allerdings muss man dazu
den Integranden selbst in einem anderen Grafikfenster als Funktion gezeichnet haben.
"Zwischenflachen"bekommt man leider nicht interaktiv.

1.9
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Eine Kastenzelle hat den Flacheninhalt1-2

"1
\flx)+4)dx » 6 das sind genaudrei Kastenzellen.
J 1
Als Flachenbilanz: |:.2_*:.f{.x.:*+4.:*,:|dx » 2 genaueine Kastenzelle, also ist die dunkle
I 1

Flache des Bildes Um genaudas gelbe Zipfelchen rechts vor dem Kastenrand gréRer als
eine Kastenzelle. Hierzu Extragrafik.

"3
Probe daftir *:,f*::x::*+2,:*dx g l
J Xn2 *

1.10
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6.08 Ty
£10(x)=f{x)+4
1 i

. . . . . X
1.79 3.0)  fl=e®(x3]5.09

N1 (h-2) N2

(-0.732,-2) \

(2,-4)

® -6.87
1.11
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257 1y

£12(x)=2—fx|

0.2 1 .
-1.13 ' 4.75
-0.25
® 2.84 |
1.12
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Allgemeine Rechnungen, Beweise

Allgemeine Rechnungen Beweise der dargestellten Eigenschaften

f(x):zxz-(x—}r) » Fertig Nullstellen x01:=0 » 0 doppelt, x02:=3-r » 3-r

Ordinaten dazu f(ex) > {—4-1'3,0}

Zusammen Kastenraster in x—Richtung: kx:={ —r,O,r,2-r,3-r}
Ordinaten dazu f(kx) > {—4-r3,0,—2-r3,—4-r3,0} Zellenhshe2-r> wie erwartet.
Wendetangente ta(x):ztangentLine (f(x),x,\h{l]) » Fertig ta(x) » pO—3p2 ey

Ecktangente eck(x):ztangentLine (f(x),x,—r) » Fertig eck(x) > 5ep 04972y

solve (ta( ) ecl{x) ) > x—? ta( ;) » 2.7 Also ist der Schnittpunkt immer an der

dargestellten Drittelstelle einer Zelle in der Héhe der Doppelkastenlinie.

di{x):zdi(f(x)) » Fertig di{x) > 3-(2-r—x)-x ex:zzeros(dﬂx),x) > {2-r,0} Extremstellen
X

ddf(x):Z%(dﬂx)) » Fertig ddf(x) > 6°x—6°1 w:zzeros(ddf(x),x) > {r} Extremstellen

Ordinaten dazu f(w) > {—2-r3} Linke Kastenecke f(—r) » 4epd entspricht dem Extremwert

2.1
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Flachenuntersuchung
, 2-r ,
x"L 3 3 27-1*"L
ff(x) dx » '—-'L_x. r (f(x)+4-r )dx > L Schnitt mit der Kastenmittellinie
r
n:=zer0s(—2-r3—f(x),x) > {—*::\E—l:}-r,{\EJrl}-r,r} n2:=r{2] > {\/;4—1:}'?’
h2

und das ist, wie erwartet immer genau ein Drittel des obigen

4
(—2-r3—f(x))dx , 2T
r
3-r
Integralwertes. zelle:=r-2-1> » 2.1 (—2-r3—f(x))dx » 2-r* diese Flachenbilanzhat

4

9-r4

die GroRe einer Zelle. Das oben grau gezeichnete Stlick ist immer > g_!_ einer

2-r4
3-r 4

Zelle. Das gelbe ist (—2-r3—f(x))dx > 1 , also eine Achtelzelle.
n2 "

2.2
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Tangentendurch die Nulllinienstellen
n-’ {—*::\E—lz:*-r,ﬁ:\Eﬂﬁ-r,r} fin) » {—2-r3,—2-r3,—2-r3} links n1:=n[1} > —*::\E—l:}-r

tan1{:x:}:=tangentLine i::f{:x:},x,nﬂ » Fertig tan1{:x:} > 2-*::3- 3 —4::*-1"3+6-r2-x

Steigung 6 r2

Geraden durch die linke bzw. rechte Kastenmitte und den Punkt zu legen, an dem die
Wendetangeteden Doppelkasten verlasst.

3

kam1{:x:}:= -{:x+r:}—2-r3 » Fertig kam1{:x:} > 2-1'2-{:2-r'+3-x:}—!—

——r
3

Hat auch die Steigung 6.2 Damitist auch diese Eigenschaft nachgewiesen.

Ein Steckfaktor a vor f(x) andert an den Schnittstellen, Extremstellen und Wendestellen
nichts. Die Zellenhéheund alle anderen Ordinaten werden auf das a—fache gestreckt.
Das andert aber nichts an den Flachenverhaltnissen. Alle Erkenntnisse gelten auch fur
verschobene Polynome 3. Grades, entsprechtend auch fuir gescherte.

2.3
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Affenkasten2011

fir schung Poly i Grundlag t Mai 2011

F 2011 Wei dazu www.math ik deBereich Analysis flck-x2-(x-3) « Fertiz Koordinatensystem so gewahit, dass die Berechnnungen

|/\ /\ vermutlich einfach werden.

\/ Mit dem Werkzeug-Symbol kemmt man in das Geometriemenu. Damit kann mit
Suchen Sie sich ein moglichst geschicktes Koordinatensystern und bauen Sie Zeichnung Senkrechten und Formen-> Rechteck den Affenkasten zeichnen.
1 mit dem T| nach. Betatigen Sie die von der D: B

Die Nullstellen sind wegen dieses Funktionsterms klar:

x01:-0 « 0 doppelte Nullstelle x02:-3 + 3 einfache Nullstelle.

Im Graphfenster sind mit re-Klick : Graph analysieren , schon ist das Minimum und der
‘Wendepunkt gefunden. Beides entspicht den durch die Aufgabenzeichnungangeregten
Erwarungen.

95U39 a a di R :

zunachst fir thr B'pispiel_ Die direkten Rechnungenwaren

Tun Sie entsprechendes fir die anderen Zeichnungen. Ableitung dﬂx}—dif!b]:l v Fertig dffx) = 3x-(v-2)
x

Schliefilich muss das auch noch allgemein bewiesen werden. Machen Sie dazu ein neues

Man sieht mit bloem Auge die Nullstellen der Ableitu =0 und x=.
Problem auf, damit Sie dieselben Bezeic konnen. Es gibt nach viel mehr an sieht m em Auge die Nullstellen der Ableitung »=0 und x=2

schane Flachenverhaltnisse. Forschen Siel

11 1.2

-k
271 Unter gder Tang )
——— - Lix00 A .| din den Kast h 1.
1.87 i T 2 .0 3 G " :
= /‘ 3.0) Die Tang man direkt talx):=tangeniLine {fix)x.xw * Fertig
_ " taly) » 1 -3v Auf einer neuen Graphikseite, die als Kopie der anderen entandenist,
2.-4) werden diese in die nac g T ing:
eckx):=tangentLine (f{x).x, 1) » Fertiz  eckx] » 955
| Die Einzeichnungund die Beschaffung des Sch ktes mit den Geo +
ﬂ[;]-uz'lr—l} F zeigt als Ordinate des Schnitipunkie eine 2. das passt in einen erweiterien Affenkasten

Ordinate fir das Minimum; ye2:-42) » 4 ebenso auf der anderen Seite eck2 ) ~tangentLine |:ﬂll:-.\.¥:| * Fertig eck2y) » 9-x-27

Also habendie Zellen des die Breite 1. die Hohe 2 und die Flache 2.
Der Wendepunkt, exakt gerechnet:

Dariiberhi liegt die Schnif lle {evt. nur bei diesem Beispiel ?) auf einer
Drittelstelle des Kastens.

1=}

oL o Rechnungendazu solve(tals) eckila) » + —  tal- |v2
daf{+): T-l,dl'l,.\]] * Fertig ddflx) » 66 3 131
ax - I=1
) ; )y 7 ]
Man sieht xw:=1 + | Ordinate dazu yw:~fxw) - 2 wie erwartet. solve talx]-eck2x].x] - x : “ll_‘l * 6 wie enwartet,
/
N uf v Unter gder g Iten Tangent
flx)-eck(x] ™/ )/ Zuerst muss man die Schnittpunkte N1 und N2 des Graphen von f mit der waagerechten
'.‘3\_ ) linie des Kastens t Im Graphf ist das | iv gemacht. Die
(-0, “3'] Schnittstellen sind keine ganzen Zahlen, auch keine offensichtlichen Bruche. Daher
/ i) actials . be:e:hnlenw-r sie jetzt: . .
7 e ! ENTi solve (flx)=-2.0) » o= (/3 1) or x=1 ar v 3 +1 Klar, diese Wurzelausdricke konnte man

(3
(3.0) nicht "erkennen®,

Taufe: xn1: HT 1)
lxj=x=-{x-3) Tangentenin N1 und N2

[5-1) und xn2:<f3 41 -

tan1(x):=tangentLine (fx).v.xnl * Ferig tantly) » 6-v:2:(3.]
xxn2 » Feriig tan2{x) » 6ox-2:{
Beide Tangentenhaben Steigung 6, eine Zahl, die sich im Affenkasten interpretieren
lasst. In der Aufgabenzeichungwird vorgeschlagen,

PR Geraden durch die linke bzw. rechte Kastenmitte und den Punkt zu legen, an dem die
T2lx)-talx) P dery Dx m verlasst,

tan2{s):tangemLine (£

kam1(x):=6:(x+1)-2 » Ferig  kamZx)<6:(x-3}-2 » Ferig

1.6

» Z7fy
V333.2)
A 160) : frig
NI N2 - . —
//r-rmw ) i ] L.87 T 3.0 : 5.01]
6| tan2]x)
A nsly)-tanlx L ] > N>
[F14i v kam1ix)
LA 10.25 'y 2 0.332.2) flx)=x2-{x-3)
Wergleich mit der gegebenenZeichnungergibt, dass auf diesen Geraden jeweils der oben 5 5,1
berechnete Schnitipunkt liegen soll, Wir prifen das o |
e [, 1} J |
hm‘ll._‘J + 2 und kam!{lz- ;J » -6 Das passt. | XN h"
|
Also kénnte man die N-T: dem Affenk / :
/o
Six)-tanils)
v 10.25 falyl-taly!

1.7 1.8
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Flichenaufgabe

flx) » 23] ist die Funktion, die wir gewahlt haben.
Mit unserem Koordinatensystem ist die untere Kastenlinie y=-4

und die mittlere y=-2. Die in der Aufgabe dargestellten Flachen sind also

Bl . | xn2
27 9

+4)dx und rechts [2-{tx)<4))dx » = .
1 4 ) 4
J 1
Das ist genaudas Dreifache, die beiden Flachen verhalten sich wie 3:1
De Intergale kann man auch | in fikf b Dazu wahlt man den
Graphen aus und nimmt re-Klick Integral. Die linken und rechten Grenzen hat man am
besten varher schon mit den P k beschafft. Allerdings muss man dazu
den Integranden selbst in einem anderen Grafikfenster als Funktion gezeichnet haben.
“Zwischenflachen” bekommit man leider nicht interaktiv.

1.9

6,08 | v
| 110(x)=fix) 4
e
75
.'.
/ 1
- . o
179 - i /13,0)
[ N1 n2)
(-0.732,2) T /S
| 2,4]
&/ | 6,87

Eine K. hat den Flacheninhalt1-2

1
[flx)+4)dx - 6 das sind genau drei Kastenzellen,
1
3
Als Flachenbilanz: | |

= 2 genaueine Kastenzelle, also ist die dunkle

J1
Flache des Bildes um genau das gelbe Zipfelchen rechts vor dem Kastenrand graBer als
eine Kastenzelle. Hierzu Extragrafik.

i
Probe dafur [fx) e 2)ax + .
Junz .

1.10

257 Ly

1.11

Allgemeine Rechnungen, Beweise

Rec g der g Eigenschaften

=

fix fx—3r) » Fertig  Nullstellen x01:-0 + (1 doppelt, X02:=3-r » Jor

dffv): Ji[r:.l:': » Fertig dfix) » -3(2-rx)x  ex=zeros{dfx)x) » {2:r.0} Extremstellen
dy

Ordinaten dazu flex| = | 4 \,n_'

ddflx): Iiujdnj.. V)« Fertig ddflx) » 66 we-zeros(ddfix)a) = {r} Extremstellen
dx

Ordinaten dazu fiw) = | 2+ ¥} Linke Kastenecke f r) * der 3 entspricht dem Extremwert
2r,3r}

Zusammen Kastenraster in x-Richtung: kox: {-r0,

Ordinaten dazu flkx| = | 4 Y020 e ‘_uj Zellenhohe2-r wie erwartet,

Wendetangente talx):-tangentLine (fx)w( 1]} + Ferng tale) = 03007
Ecktangente eckx):-tangentLine (fx).r, o] * Fertig eckx) » 5o 92y
[l
v : ia:—_:l + 2-r7 Also ist der Schnittpunkt immer an der
kY

dargesteliten Crittelstelle einer Zelle in der Hohe der Doppelkastenlinie.

solve (ta(y)-ecKx)

1.12

Flichenuntersuchung
B

[#a)+er ity » 2

_I' flx) dx + Schnitt mit der Kastenmittellinie

ni=zeros| 2o a1 + { [3afer) nze=nl2] (3 1)
‘nz2 2

G
S0

und das ist, wie erwartet immer genau ein Drittel des obigen

"3r
Integratwertes. zelle:-r2.¢7 » 2.r% J |:l-r1 1'[1:-:'\!\ « 2% diese Flachenbilanzhat
-

g

. " . + 9 .
die GraBe einer Zelle. Das ocben grau gezeichnete Stick ist immer —— - 2 & einer
2+r

g

Zelle, Das gelbe ist

3 1 o L
iy - — ., also eine Achtelzelle,
Jn2 3

2.1

1 links n1: rJE| * 1)r

tan1(x):-tangeniLine (fx)on® » Fertig  tani(x) » 233 4)r¥i6udy

o} fln) » |

Steigung 6 P
Geraden durch die linke bzw. rechte Kastenmitte und den Punkt zu legen, an dem die

| den Dx [ erlasst

. Fertig kams) = 2+

kam1(x): AT
r
i
3
Hat auch die Steigx.urlgfs-r2 Damit ist auch diese Eigenschaft nachgewiesen.

Ein Steckfaktor a vor f(x) andertan den Schni E und
nichts. Die Zellenhoh d alle and: Ordi werden auf das a-fache gestreckt.
Das andert aber nichts an den Flachenverhaltni: Alle gelten auch fur

verschobene Polynome 3. Grades, entsprechtend auch flr gescherte,

2.3

affenkasten2011.tns

2.2

affenkasten2011-ti-hand.pdf
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Polynome 3. Grades Aufgabe mit GeoGebra
Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Uni Lineburg, 24. September 2004

2 2
Definiere in GeoGebra eine Funktion mitf(X) =4a- X(X — 31’ ) und

setze einen verschieblichen Punkt A auf ihren Graphen.

Erzeuge die Tangente in A an f (Befehl Tangente[A,f]).

Erzeuge den anderen Schnittpunkt der Tangente mit dem Graphen, es sei C.
Erzeuge durch einen beliebigen Punkt D eine Parallele d zu AC.

Schiebe d so, dass d annahernd

4 Freie Ohjekte

Tangente an fist. @ A=(2,46) ,'
Erkunde die Koordinaten des Shooney
neuen Beruhrpunktes H und > a=041 |

' . . Jr=3
vergleiche die Abszissen von A,H JAhh;ngigE Ohjekte

und C. O B={2,4.6)

.. - . 3 C=4,-44
Glinstig ist es, d mit f zu S P
schneiden und dann so zu 3 F={17,-4.11)

ziehen, dass zwei Schnittpunkte
fast zusammenfallen.
Auch der andere Schnittpunkt E -,

P G=(2.28,-497)

P bixy=01x{x-3*39
&

@ d:15x+y=-1.55
Hilfsohjekte

von d mit f ist eine Betrachtung

wert.

Vermute eine Zusammenhang.

Prafen deine Vermutung mit anderen Lagen von A.

Beim Einzeichnen von

Senkrechten ergeben “4 Freie Ohjekis ) Y
sich weitere SNV \ H
. - ul 1 8-
Besonderheiten. - Or=3 '. \ w  Ziehe &
_Y Abhdngige Ohjekte \ "
O B=(-3.3,-4.78) | i VErnereFr und a.

- & C=(6.6,-9.84) i

FaZIt D= \ \
. = (-6.6,-3.1) . 4l )

o _ I E
Fir jede Stellung von A JEslean ¥ L >y
auf einem Polynom 3. 3 6= (6.6,9.8) | e "
Grades ergibt sich inder 7 "3 s |
gezeichneten Weise der D J=(-3.3,-4.78) EH DTN Y CEEE PR T

3 K=1(3.3,-8.15) m |
fogenannte ) 3 L=(33,478) \ /|
Affenkasten”. 3 M= (0,6.47) N
Die senkrechte Einteilung =~ 7 "%~ "% & 375
hat gleiche Abstande, die 2 d=12.94 U
Kurve verlauft immer S
durch die aulReren ) g% =66
Ol BATE = 137
Ecken. D kx=33
O jy=-0.51% + 6.47 1 —

Bei der Verwirklichung mit

GeoGebra ist diese Eigenschaft eindrucksvoll demonstrierbar.

Beweise sind in meinen Vortragen angedeutet und in meinem Heft “Polynome im Affenkasten”
ausgefuhrt. Dort zeigt sich auch dass alles ebenso flr Polynome 3. Grades ohne Extrema gilt. Sie haben
in obiger Formel ein Plus statt des Minus. www.doerte-haftendorn.de

aff3-geogebra-afg1-1.pdf
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Polynomtangenten 3. und 4. Grades Aufgaben
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Uni LUneburg, 2002

Gegeben sei ein Polynom 3. Grades mit drei

Nullstellen. ﬁ\

Die Tangente in der Mitte zwischen zwei

Nullstellen schneidet bei der dritten Nullstelle /| /
— | Diese Anregung - —
al ] verdanke ich
ol // Jorg Meyer aus Hameln.
I ‘f’j
/ 1 2 3 4 /5
DLl \‘\ /

/ Auf dem einen Drittelpunkt
/ zwischen der Mitte und der
dritten Nullstelle ist die
Wendestelle, auf dem anderen
Drittelpunkt ist die Beriihrstelle der parallelen Tangente.
Dieses ist eine Folgerung aus den “Schriagen Affenkésten™.

Gegeben sei ein symmetrisches Polynom 4.
a+b

Grades. Eine Tangente in der Mittex =

zwischen einer inneren und einer benachbarten |
dufBeren Nullstelle schneidet die Kurve an zwei | ™

weiteren Stellen, die symmetrisch zur Mitte ~mz

a+b zwischen den beiden anderen

x = -

Nullstellen liegen.

Man kann die Schnittstellen konstruieren, indem man auf der Strecke
zwischen dieser Mitte und einer benachbarten Nullstelle ein Quadrat
errichtet und dessen Diagonale als Radius eines Kreises verwendet. Dieser
Kreis schneidet die x-Achse in den gesuchten Schnittstellen.

Gezeichnet ist hier die Kurve

flx) =t(x*-a?) (x* - b?) mit t=%, a=1, b=3

Weitere Verallgemeinerungen habe ich nicht gefunden.

polynomtangenten.pdf
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Scherung durch Geradenaddition mit GeoGebra
Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Uni Lineburg, 24. September 2004

Definiere in GeoGebra eine Funktion

mitg(X), eine Gerade S(X) =mXx+Db

oder S(X) = m( X — a)mit Parametern
und die Addition T'(X) = g(X) +s(X).

Behauptung:

Durch die Addition der Geraden s wird g nach f

geschert. Scherachse a ist die Senkrechte in
der Nullstelle a von s. Scherwinkel ist der

Steigungswinkel der Geraden.

Definition: Bei der Scherung an einer Geraden
a wandern alle Punkte parallel zu so, dass sie
Ihr Lot um den festen Scherwinkel kippen.

Verdeutlichung:

Setze auf g einen Punkt B. Falle das Lot auf
und a und auf die x-Achse. Es entstehen als
Schnittpunkte mit a b.z.w. mit f die Punkte D

und C. Bewege B und
beachte, dass CD stets

parallel zuD = (a,g(x)) s ist.

Beweis:
D=(a,g(x)) C=(x,g(x)+s(x))
_g(x)+s(x)-g(x) _

X—a

Steigung(CD)=

_ s(X) _ m(x—a) m
X—a X—a

Damit ist die Behauptung fur alle x

ungleich a gezeigt. Fur x=a schneiden

sich f und g. ,da s(a)=0 gilt.

Bei der Verwirklichung mit GeoGebra

ist dieser Zusammenhang

eindrucksvoll durch ziehen an A und

_4 Freie Objekte d
@ B=(-0.98, -0.95)
2 h=-158
¢
Jm=0.75

4 Abh&ngige Objekte

4 Freie Objekte
@ B={-14, 1.96)
2 h=1
-
Sm=1
4 Abhdngige Ohjekie
3 A={1,0)
3 C={-14,-0.49)
@ D=1{1, 1.96)
D oax=1
2 y=196
k=14
# e=339
@i =w+1x+1
D sixj=1x+-1
| Hilfsobjekte

3 A=(1.99,0) R
5 C=(.0.98,-3.19)
3 D=(1.99, 0.95)

J ax=199

4 ciy=-095

J d:x=-098

4 e=372

P =x"+075%+-15

P s(x)=07ox+-15
] Hilfsohjekte

=

Parametervariation demonstrierbar. Man
kann zudem einfach bei g eine andere
Funktion eintragen.

. Scherungen sind teilverhaltnistreu,

flachentreu und wendepunkttreu. Daher
gelten die bewiesenen Eigenschaften fir
gerade Kasten ebenso wie fur schrage..
Alle Beweise sind in meinen Vortragen
angedeutet und in meinem Heft “Polynome
im Affenkasten” ausgefuhrt. Dort zeigt sich
auch dass alles ebenso fur Polynome 3.
Grades ohne Extrema gilt.

www.doerte-haftendorn.de
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, www.mathematik-verstehen.de 7. Juni 2009

Parabel und ihre Barenkasten

K
. .
ol — o — o ——

I
i
i
i
i
i
i
T
!
!
!
!
!

SLANN | 1 A |

Die ersten beiden Bilder zeigen nochmals einen Barenkasten zu einem Punkt P.

Er entsteht so: Gleichweit rechts und links von P schneiden Senkrechten ein
Parablelsegment APB aus. Die Sehne des Segmentes und die Tangente in P sind stets
parallel. (Das ist schon bewiesen.)

Im nachsten Bild wird nun gezeigt, dass man den so entstandenen schragen Barenkasten
scheren kann. Die Scherachse ist die Senkrechte (zur x-Achse) durch die Nullstelle der
Tangente. Man erhélt einen geraden Kasten. Er muss aber nun ein gerader Barenkasten der
gescherten Parabel sein. Denn durch die Bildpunkte von A, B und P ist die Bildparabel
eindeutig bestimmt. Speziell wird aus der Bertuhrung bei P der Scheitel der Bildparabel.
Scherungen sind flachentreu. Im geraden Fall bestimmt man mit Integration leicht, dass die
Flache des Segments zwei Drittel des Kastens einnimmt. Das gilt dann auch im schréagen Fall.
Umgekehrt kann man dies auch fir die anderen Barenkasteneigenschaften als Beweis
verwenden. Ubrigens kann man auch Archimedes’ Uberlegungen hiermit begriinden.

baerenkasten-scherung.doc
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Aug 2012

Polynome 2.Grades im Biirenkasten Parabelfliichen
Dr._Dgrte Haftendorn, Johannenm Linehurg Dez 99

Offene Aufgabe
Wag 18t dargestellt?

Parahel —Rire _ _ _ _ _
Wihlen Sie eme konkrete Parabel und zeigen Sie an ihr

das von Thnen Vermutete.

Uberlegen Sie, warum die von
Ihnen 1m Spezialfall gezeigte
Eigenschaft wuklich fiir alle
Parabeln gilt.

Konkreter Vorschlag: fx) = %xz,

Beruhrstelle z=2, Gesamthreite 12, also [-4,8]

Jeder Tangenten-
Sekanten-Kasten einer Parabel hat den Beriihrpunkt
Parabe- Barey der Parabel in der Mitte des Tangentenabschnitts.

Das konkave Parabelstiick nimmt % der Kastenfliche

ein, als Rest bleibt % der Kastenfliche, verteilt auf zwei

Hiilften.

Konkrete Ergebnisse: #{x}=x—1, s(x)=x+8,
Kastenhthe=9, Kastenflache=9*%12=108,
Konkave Parabelflaiche=72=2/3 Kastenflache

Beweis:

Durch Scherung an der linken Kastenkante kémnen die Tangente und die Sekante
waagerecht ausgerichtet werden.

Hier geschieht das durch Addition von ( - togemte(s) + linke wntere Xastanordinats ).

Die gescherte -nunmehr “gerade”- Parabel bertilut die Kastenkante in der Mitte. Die
Bertihrstelle bleibt erhalten, also war sie vorher auch in der Mitte. Die beiden Flachen
unter der Parabel sind gleich grof. Ist die Kastenbreite 2b, so ist seine Hohe a b?, seine
Fliche 2 a b’ . Die Offiung a der Parabel bleibt tibrigens erhalten, weil die Scherung
durch Addition eines lediglich linearen Terms verwirklicht wird. Stellt man sich die
Parabel nun in den Ursprung zurtick geschoben vor, so sieht man durch Integration,

dags die beiden Flachen unter der Parabel zusammen % abd = %Eam;ﬂdcke
ausmachen.

Da Scherung und Verschiebung flichentreue Abbildungen sind, gelten diese
Flichengroben auch fur den schrigen Kasten. gl,,g,,dj

parabel-drittelflaeche.docx
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, www.mathematik-verstehen.de 15. Juli 2009

Anregungen zum Werkeln mit héheren Polynomen

Bei der Polynomschar

f, mit f (x)=x—xK ist

das Verhaltnis der griinen

zur violetten Flache stets
k:1. Zeigen Sie dieses

~allgemein. Skizzieren sie

auch einige Funktionen fur
andere k.
Was haben sie gemeinsam?

”
| g o % o
0s Verhaltnis= 5.00 .
: k=5:00
I os]
k
06 f(x)=x 0.6
/ 04]
/[ 0"
02 /// 1
A 1
1 Fa
. — A 03/]0 02 04 06 08 \1
0 0.2 0.4 0.6 F.a 1

Satz: Die Gerade durch die
Wendepunkte schneidet f so, dass
Goldene Schnittverhaltnisse entstehen:

F teilt EG im Goldenen Schnitt,

G teilt FH im Goldenen Schnitt.

Die Flunfecke visualisieren dies.

Weisen Sie dies im geraden Fall nach.
Beweis: Bei der Scherung bleiben
Teilverhéltnisse erhalten. Damit tbertragt
sich dies aus dem geraden Fall. g.e.d
Satz: Die Gerade durch die Wendepunkte
erzeugt mit f drei geschlossene Flachen
stiicke. Das mittlere ist so grol3 wie die
aufReren zusammen und es ist ein Achtel
von der oben durch eine Wendetangente
gebildeten Flache.

(=)= 1 wWlw*2 _EmtEa22)

Alle Polynome 4 Grades, die Uberhaupt

15

hoeheres-werkeln.doc

Wendepunkte besitzen, haben einen
~Pantherkafig“. Der Wendestellenabstand wird
von den Schnittstellen mit den Wendetangenten
nochmals aufgenommen.

Die Flachen zwischen Wendetangente und
Kurve sind links und rechts immer gleich grof3.
o Eine Gerade die den anderen

| Wendepunkt mit dem oberen
' Schnittpunkt verbindet, halbiert

{( W‘w { die oben genannte Flache.
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, www.mathematik-verstehen.de 11. Februar 2009

Polynome 4. Grades und der goldene Schnitt

Gegeben ist ein beliebiges Polynom 4. Grades, das zwei
Wendepunkte hat. O.B.d.A. hat es die Gleichung

f(x)=t(x4—2wx3+bx)
Beweis: f"(x)=ax(x—w) O.B.d.A. liegt ein Wendepunkt in O, der andere an der Stelle w.

Also f'(x)=a(3 3—%w x2+c) , 0.B.d.A. verlauf f durch O. = f(x)=a(% 4—%w X3 +¢ X)

Mit t:a.% /I b=12c folgt die Behauptung. g.e.d.

Satz: bie Wahl b=w?® fihrt zu dem obigen symmetrischen Graphen.

g(x)=t( x* —2wx® +wl x)| Damit entsteht f aus g durch Scherung mit (Addition von)

der Geraden y :(b—w3)x , Scherachse ist die y-Achse, Scherwinkel ist der Steigungswinkel

dieser Geraden.

Beweis: Bei Symmetrie muss der WP C auf der x-Achse liegen: d.h.
f(w)=0< O=w*-2wwthw=0 =b=w’ g.e.d.

Satz: Die Wendetangenten schneiden g an den Stellen x=-w und x=2w.
Beweis: Wendetangente in O: wt(x)=t w® x , Schnitt mit g

twix=tx*—2twx3+tw® x=0 < x=0 x=2w, linke Schnittstelle wegen Symm. Xx=-w .

Satz: Die Nullstellen von g stehen im Goldenen Schnitt zueinander: B teilt CA im
Goldenen Schnitt. C teilt BD im Goldenen Schnitt. D teilt C Uy im Goldenen Schnitt.

Beweis:
EWEIS 1 -2w O W3
Hornerschema
W W —W2 —W3
1 —-W —W2 0
4 2

Durch die Funkfecke werden
die Goldenen Schnitt-
verhaltnisse visualisiert

p4-panther-goldschnitt.doc  Es folgt Seite 2

p4-panther-goldschnitt.doc
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Das gleichmalige Raster der vier
Senkrechten habe ich "Pantherké&fig" f
genannt. Es geht hier um alle Polynome
4. Grades, die Uberhaupt Wendepunkte
haben.

Satz: Die Flachen zwischen
Wendetangente und Kurve sind links und
rechts gleich grof3.

Beweis: Es handelt sich bei f um eine
gescherte symmetrische Funktion g.
Scherungen sind flachentreu. Da sie
durch die Addition eines linearen Terms
vermittelt werden, sind sie Wendepunkt

IR EEL LN

erhalten. g.e.d

Satz: Die Gerade durch die
Wendepunkte schneidet f so, dass Goldene allf
Schnittverhaltnisse entstehen:

F teilt EG im Goldnen Schnitt,

G teilt FH im Goldnen Schnitt.

Die Funfecke visualisieren dies.

Beweis: Bei der Scherung bleiben

R N ————

Teilverhaltnisse erhalten. Damit Gbetragt sich —x-
dies aus dem geraden Fall. g.e.d

Satz: Die Gerade durch die Wendepunkte
erzeugt mit f drei geschlossene Flachen

sticke. Das mittlere ist so grof3 wie die

aulReren zusammen und es ist ein Achtel von

der oben durch eine Wendetangente

gebildtete Flache.

Beweis: Leicht zu berechen.

e —-

p4-panther-goldschnitt.doc

-



Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de 12. Dez. 2007

Pon3-Parabe|-Ehe poly3-parabel-Ehe-loesung.pdf
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Dezember 2007

Erkundungsaufgaben parabel-ehe-aufgabe-mit-bildern.pdf

zu Polynomen dritten Grades in ihrem Afffenkasten und Parabeln durch ihren Wendepunkt, ein Extremum und eine Kastenecke Seite 1
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Dezember 2007

Erkundungsaufgaben
zu Polynomen dritten Grades in ihrem Afffenkasten und Parabeln durch ihren Wendepunkt, ein Extremum und eine Kastenecke Seite 2
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