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GeoGebra didaktisch nutzen

. - = o
Bl ofola =]+, o
» Algebra ~ Grafik ~ CAS
= Funktion M- - T i
5 f(x] — | Extremwertaufgabe Ha 19962014 110 des Volumens wird dargestellt h/H=(R-r)/R
Wasserzylinder im Miihlendach 1 _
) f‘t(x) = 141 v E = R r
= Ortslinie H b
=0 Ortvel = 121 Lése[ hh/ HH = (RR - rr) / RR ,hh]
= Punkt 2
...... 2 A:(-12,| - hh_HH RR—HHm
? D=(-6,9 5 101 B - RR
? Q=(-4,0
------ 2 Vol = (2,° I g4 Zielgr=pi rr*2 hh
= Strecke H: 3
e — & : . Vol = (2, 7.56) ~ Zielgr =hhr’ «
3 R=6 1 6
@ r=2 h=6 : Zielfkt = (HHRR-HH )/ RR rr2-
______ > x,=2 : 4 i 4 _ —HH rr® 7w 4+ Hl
- Viereck i h > Zieltkt = RR
@ ZWQ =24 I 5
= Zahl : | fkt(x)= (-HH x* T+ HH RR x2 ) /R
S0 V=T7559 A v =2 Ortskurve
o o & . X . . BN o wE —HH 7 x} + HH
< [ ) -12R=60 -8 pMP 4 -2 ooTr 2 4 B 8 <] m | b
|r1=inﬂ-ahh~ . - a | m
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GeoGebra didaktisch nutzen Funktionen

Wirtschaftsfunktionen Datei: lagrange wirtschaft.ggb
3
; stueckk C Modellierung:
i | Kosion Variieren und
= .
kritisch

[
]

hinterfragen

i
it
G
n, stueckkv .
1.5 ] :IPug
Kgrenz = = F j
4 1 kPug :
= . . . . — e > |
0 05 1 {H) 2 N5 3 85 4 45
BM BO

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, http://www.mathematik-verstehen.de Folie 3




GeoGebra didaktisch nutzen |[ntegrieren

Einflhrung mit Riemann Datei: integral einfuehrung.ggb
h / |
Integral Einfihrung 5 hg= 9
vh=5

v Untersumme

‘Obersu e

Integral

Ha 2005
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GeoGebra didaktisch nutzen |[ntegrieren

Teppichabrollfunktion

a Al

= aad N |
] Tepplor = 4 1=
=

Integralfunktion

Datei: int fkt.ggb

F(X) :]( f (x)dx

N Intergalfunktion

b

F(Start,b) = int = f f(x)dx

. 8 Start
P zeigt int an

Ortslinie

Start

int=3
Ziehe B,

Variiere auch Start Ha 07
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GeoGebra didaktisch nutzen |[ntegrieren

HinfUhrung zum Hauptsatz Datei: teppichzuwachs v.ggb

(& y
6 L
5 4 3
v Erklarung
41 Der infinitesimale Flachenzuwachs an der
Stelle x ist fur jede Teppichabrollfkt.F gleich grof3.
139

Daher haben alle F an jeder Stelle x
eine gemeinsame Steigung.
Sie sind also alle parallel Ubereinander.

Weitere Teppichabrollfunktionen

‘(_\

7 8 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Tangenten

Ha 2010
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GeoGebra didaktisch nutzen |[ntegrieren

HinfUhrung zum Hauptsatz Datei: teppichzuwachs v.ggb
. -
I blau:

B el Ausgangsfunktion f

v Erklarung
Der infinitesimale Flachenzuwachs an der
Stelle x ist fur jede Teppichabrolifkt.F gleich grof3.

Daher haben alle F an jeder Stelle x

eine gemeinsame Steigung. D | e a n d e re n Sl n d

Sie sind also alle parallel Ubereinander. .
Integralfunktionen F,

v Weitere Teppichabrollfunktionen o | X . .

0w n oz e i 1 pieunterscheiden sich

durch ein +c.

8
Tangenten

9

Ha 2010

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

F'(x) = T(x)
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GeoGebra didaktisch nutzen e-Funktion

Hinflhrung, das halbe Geheimnis Datei: expfkt zu e hin.ggb
T Exponentialfunktionén
] (x) = 1.6"
5.
P e Exponentialfunkti\on,

e in E=(0,1) die Steigung 1 hat.
v Tangente
Steigung in A=0,1) ist m(0)=0.47

eulersches e

m=11in (0,1) gehort zu k=e

Weiterfuhrung

;'/ 2 | -1 R 2 3| 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Ha Nov.07, 08
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GeoGebra didaktisch nutzen e-Funktion

Hinfihrung, das halbe Geheimnis Datei: expfkt zu e hin.ggb
T /Exponentialfunktiongén
) (x) = 1.6
5-
4

e in E=(0,1) die Steigung 1 hat.
v Tangente

Steigung in A=0,1) ist m(0)=0.47
e=2.71828

v eulersches e

m=11in(0,1) gehért zu k=e

T T v Weiterfuhrung .
32 | - o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Er
v Ableitung von f(x) Ha Nov.07, 08
2] 2 {0)*F()
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GeoGebra didaktisch nutzen

e-Funktion, das ganze Geheimnis

| Ba [N [ [ (A=t (i V[ (| i (B

e-Funktion

Datei: expfkt diff.egb

o
» Algebra » Grafik » CAS H
o r(x) = x r _ Pk fa(x):=a*x
» e s 1
-0 st(x) = 1-1. x) =15 : ;
P | Exponentialfunktionen : - "
~o t(x) = In(1.8 ey diffq(h):=(fa(x+h)-fa(x))/h
- Gerade B 2 i a"t* — g
-0 tE: y = 0.405x - diffa(h) == —
= Ortslinie /
"o Ortslinie1 =01 |[._._.L.=-="1 a'x (@(h)-1)/h
= Punkt = 1 5 6 X> 3 h
-0 A= (0’ 1) _f' ()() F s a' —1
~@ E=(0,1) h
-@ Q= (0, 0) -1 ! ! | | : :
- Zahl Stauchung h Zeigen 4 Stauchfakt0r=5t6|gung in0
b zf : ; 5 Grenzwert[(a*h - 1) / h h,0]
01=0.999 | Ha 20072013 2 fah 1
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GeoGebra didaktisch nutzen e-Funktion

e-Funktion, das ganze Geheimnis Datei: expfkt diff.ggb
i 9| | 37 el ] il Mo ]| |, 37 [l w
» Algeb ¥ Grafik ®1» cAS [Eiaenschaft
_____ 5 Qg&_aj_ T raf — — Eigenschaft
= =
----- 5 q(x) = In(x) ' 1 . B 1 fa(x):=a*x
| px i L y 2%
----- orpy=x | f)=k o b0 ~ Jalx) i= ¢
..... > s(x) = L) f(x) =15 " | Exponentialfuniti
' P diffgq(h):=(fa(x+h)-fa(x))/h
----- 2 st(x) =1-1. l —~ Weiteres |
..... t()() s |n(1 ] T 2 ] ah+x —a*
o = s> f !ist als Ortskurve erzeugt. — diffq(h) :=
= Gerade Variiere b o, dass h auff' liegt. h
..... o a;:y=0.405 {.i:;:;e{_._.. iz | [ ‘ergleiche b mit Steigung van tE. amx (@) - 1) /h
----- o tE: y = 0.405x |= =T ol || . . . . . —7
# Ortslini Pt | s 3 4 5 6 7 3 h _
; e - - ! k' 15, | - - wtE=Tangente inE | v oa*- A i
= Punkt @ — - h
b=1 v Stauchgerade
+ Strecke | L1 | | | — | | | | | | [ | |
= Zahl » Stauchung h zeigen rarallele 2 Tangarts, 4 | Stauchfaktor=Steigung in 0
~@ b= + Mit Basiswechsel ' ' j'ig:;ﬁ:lstg%i”g B )
-2 k=15 | | I swh vinx) | | oGSt AR Grenzwert[(a*h - 1) / h,h,0]
0 | =0.999 ~ | Ha 2007/2013 5 Fah _ 1
< i | » KR 1 — r

Sowas zeigt man naturlich niemals gleichzeitig. es ist ein Vorrat,
der viele aufkommende Fragen (einzeln) zu beantworten hilft.
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GeoGebra didaktisch nutzen  Stochastik

Binomialverteilung Datei: binomialverteilung pur ggb.ggb
U n SC h Iagba r : %7 Wahrscheinlichkeitsrechner - Binomialvenei_lung_pur_ggb.ggb | = | =] | 28
. 17y J'E]|| &

|
ist der Wahr- Verteilung | Statistik
scheinlichkeits- kK PX-=..
8 (0.1144 |+
rechner. 7 % R e

Student 11/0.012

Chi-Quadrat 12/0.0039 |

F-Verteilung 13/0.001

Exponential / 1410.0002 |[=

Cauch “

1.*%.&«-:“:.1.:;r = . - . . - . - o

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 |18)0 —

Gamma 1700

LogNormal p=6 0=20494 | >
LogistischeVerteilt 7] Binomial v

Binomial - %20 - o ;'U.3

Pascal : :

Poisson @H[:E _; i .i

Hypergeometrisch P( :_9 |=X =12 = o:1121
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GeoGebra didaktisch nutzen  Stochastik

Binomialverteilung Datei: binomialverteilung pur ggb.ggb
'Algjebre; @ 'ékraﬁl;h - ~ Tabelle ) |
E|El- DEac- AIF KB E E=- D | |
- Zahl N A B
""" “ ' n =40 1 0 gl -
~0 bh=29 0.4 @ 5 1 ol -
~@ n= =0.3 : i
e Bda — Eine selbst erstellte |3 >
b3 Version ist nur 4 3.0
. . 5 4 0
fL.Jr spezielle Zwecke — - |

8 7 003
e 9 8 0.06
0.1 10 9 008
11 10 0.1
12 11
............................. Xy 13 12, 0.14

5 012345678 91011121314151617181920212223242526272829 14 13 043 -
" < | 3
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GeoGebra didaktisch nutzen
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GeoGebra didaktisch nutzen

Stochastik

Konfidenzintervall Datei: konfidenzintervall binom.ggb
ﬂ/ Konfidenzintervall n=40
Niveau mitz = 2 k=12
8' i @I \ 1 \V 7-\ 1
k/n|= 03 Punktschéatzung

0.23 ist vertraglich mit Zahlung

Naherungsweise, ¢ mit k/n

exakt
pp =0.23
@ I .

 Ungleichung

k 1
— —p| < zy/np(l —p) -

n

08 09 1 1.1 19
Ha 2014
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GeoGebra didaktisch nutzen  Stochastik

Konfidenzintervall alle Infos  Datei: konfidenzintervall binom.ggb

Ay Konfidenzintervall Niveau mitz= 2 n=40
naherungsweise {0.155, 0.445} k éﬁ\12
81 Konfidenzintervall exakt {0.179, 0.458} k/n‘:j!?; i
S 0.23 ist vertraglich mit Zaéhlung ' Néaherungsweise, o mit k/n
 exakt
pp = 0.23

' Ungleichung

k 1
— —p| < 2y/np(1 —p) —

mn n

08 0.9 1 11 12
Ha 2014
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GeoGebra didaktisch nutzen Numerik

)( * ¢ Bézier-Spline
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»
Viel€p lank fur,lhre )

Aufmerksamkelt

So, das war nun mein Feuerwerk!

Und damit es nicht verpufft: et g
e Es ist fUr Sie auf einer Website bei |Mathemat|ksehen
i und verstehen
www.mathematik-verstehen.de

2 Aufiage

Bereich Didaktik—> Clausthal
*Die Ideen sind in meinem Buch ausgefiihrt.
www.mathematik-sehen-und-verstehen.de
eMein Buch Uber Kurven erscheint 2016/17 - Sie konnen mich
swww.kurven-erkunden-und-verstehen gerne zu allem fragen.
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GeoGebra didaktisch nutzen

Reichts noch nicht?
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Funktionen

Polynom im Affenkasten

Datei: affenka.ggb

* Algebra = _'_L-iraTII( _____ - - - -
= Funktion y
G i, : 4-
5> f(x) = 0.08 x 1 I -Int | f(x) =a*x> 4 bxx
= Punkt Variiere b, —« [
----- > A=(221,-0.9) = 3 -~ /
----- > @=(-1.83,097| ‘alIe& A 4os il = 0.08x° - 0.8x
""" 2 R=(1.83,-0.97| ziehe A. —  * j;,,f-"" i
= Zahl > =
----- > a=0.08 e 1 +/
..... 5 b=-0.8 r,;,/‘" ’{? "\_‘ — T /
----- o bex = -0.96 L1 | e X — | _— -
lllll o -5 | -1 6| -5 |4 3|2 E\,] 2 &{{, 5 | 6 | 7 [ 8] 9|10
} —~ L y
L1
L =
P21
—
e .
[ Polynome-3;Grades haben zu jedem Punkt A
ihren 'Affenkasten’.
-5 I la AN YN0
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Funktionen

Mehrfache Nullstellen von Polynomen  Datei: vieta.ggb

250
Mehrfache Nullstellen f(x) = t(x — a)*(x — b)ﬁ
Variiere die Exponenten

mit den Pfeiltasten =0.1 (x -+ 2)3 (x — 4)4

Achse zusammenziehen mit “Umschalt+Li-Maus”

a=-2 b=4
o .
a=3
Vielfachheit der Nullstelle bei A ist 3 ®
=4
Vielfachheit der Nullstelle bei B ist 4 [-3\..
t=0.1
—

Ha 05 und 08
B
-4 -2A 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
f
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, http://www.mathematik-verstehen.de Folie 21




Funktionen

Stehende Wellen in der Posaune Datei: posaune.ggb
A Naturténe der Posaune Ha 2014
0 I | U 31T12 21
-1 J )
a=|
21 @ Grundton B h(x) = ¢os(X)
Oktave, Tiefes B: f(x) = cos(2x)
-3+ g(x) = cos( a X) Siate Th Quinte, Naturton f.  y=cos(3x)
g(x) = cos(x) Oktave, Naturton hohes b: y=cos(4x)
™ Terz, Naturton d': y=cos(5x)
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Funktionen

Klangfarbe verstehen Datei: sinus+obertoene.ggb

‘ Grundton mit seinen Oberténen Tabelle+Grafik
1.5 4 h(x)=sin(x) + 0.3sin(2x) + 0.1sin(3x) + 0.2sin(4x) + 0.18sin(5x) + 0.

| Die Faktoren der Oberténe bestimmen die Klangfarbe Ha 2014
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Funktionen

Schwebungen Datei: schwebungen ggb.ggb
SA a=4 Schwebungen
J 2
4] ?ﬁs | . f(x)= sin(4x)
34 Zusammen h(x) = sin(4x) + sin((4 + 24 / 100) x)

IH Ny
| an’n\uMMlnn
T

H H|HU

’”NMMMme%WM“MHHL
| \f'

![H\\' Wl”“ ‘“W

Ha 2014

. ————
e
_—

e
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Funktionen

Kombinationstone Datei: kombinationstoene.ggb

1

A e f

31 Kombinationston-aus Grundton und -Quinte v e
er hat die Frequenz der darunter liegenden Oktave v C

Ha 2014
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Funktionen

Gebrochenrationale Funktion

Datei: gebrochenrational.ggb

| 4

________________ 9
Zingabe | @
Algebra. » CAS - Grafik 2 B - Grafik &
Funktion k(x)=(ck2/(xh2kh2) 2| E &~ [F K Klein - LEa -

)2 N RN | (-8.06, 6.52)
@ fx) = (x+2) 1 Kk —x uikatiesc) S LY
x2 — 2?2 - fk(x) :=
5 k —x 6 - | -
o g(x) = s — Das Algebrafenster und
x—2 o | fk(-k) _|Im Algberafenster wird :
o oq(x) = 1+ 2-2x+ 88 ., 0 = t ImCAS-Fenster wird sof
x? —2 ] ~|der Funktionswert der in
Gerade . a | | 2. | Im CAS wird die Polste
@ erx=2 - B . —- ] | die im AlgebraF. richti
Liste WP BN e § __________“_ 5 N | Diese Un?erschiede gelf
o Listel = {1,4x+48}| 4| b | [m _:é\ 0 2 1 5| > die Asymptote abgespz
Punkt - S| —

AR |-£, V) R Il N -6 -5 _4
Zahl 5 | fk(k) \ _ - Wunsch: | | ]
J ; undefiniert o> 7 gistjn A #etige Fortsetzung von f | Das CAS mdge das tu
=i = w 1 1 J. | | | 1 il + . .

-0 ¢ undefiniert o | Division[(x+k)"2,x12-412] TR aTE
~-0d=0 '

" -6y
0 kk=2 0| — {1,2 kx+4+2 k2}
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Euler-Kasten

Standard-Abitur+Uberraschung  Datei: CAS e kasten.ggb
Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe Angemeldet als Dérte Haftendo
H h o ° o
Rﬁ' ‘Xv /v — 5 bv ®v Ov g‘v xv ABCv Jv ‘_I_.v 7]
» Algebra * CAS ~ Grafik = & |+ Grafik 2
= Funktion T[j ] A e~ LEHAC
- (@ f()() = (ex — 2)2 fk(x}:=(exp(x)-k)“2 bl QL‘,’ Euler-Kasten s 14, ssit 98 in div. Systemen
-0 g(x) = 22 1 ) e-Funktion mit besonderen
v fk(x) = (' = k) 81 Kasteneigenschaften
-0 wt(x) = [2 (€ kk = 2
A=0
5 | (exp(x)K) . o
# Punkt |
+ Strecke o Lese: {x=In(k)} 3 Zusammenspiel CAS-Algebra
= Viereck o e Im CAS exakte Rechnungen mit k.
= Zahl 3 | (exp(x)-k)y'2-k"2=0 . In Algebra mit Regler kk.
@ Flaeche =8 o Lose: {x=1In(2k)} v Integral
-0 breite =2 P A links = -8
@ kk =2 (exp(x}-k)"Z N = L 2
@ links = -8 4 \_ FlaecHe = 8 Wendetangentenkasten
-0 XWK = 0.5 Ableitung: 2" (Ex _ k) \\ & WMA-Streifen
) yw = 1 \\
o ywK =1 5 | (27 ') * (er(x) - K))=0 \
o | Lese: {x=In(k)} AW |
(27 e"(x)) ™ (e"(x) - K)) 0 X
6 - - - - .
Ableitung: 2 (€)? + 2 €* 4 : 2 1 0 M 2 2
Fa | - _ 4

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, http://www.mathematik-verstehen.de

Folie 27




Stochastik

Markowketten Datei: markowzustaende.ggb
Algebra v Grafik ~ Tabelle
Liste AEKIEEE =@~

05 0.3 0.2 A T8 | @ |
@ A=| 02 07 01 2
it i i 1 05 03 0.2_|;|
2 0.2 0.7 01 |5
033 0.42 0.25 i
o Ahoch2 = | 0.25 0.58 0.17\ 2 ol B i
017 0.42 041 / 4
0.27 0.47 0.26 :
o Ahoch3 = | 0.26 0.53 0.21 6 |Ha2014
0.21 0.47 032 7
0.25 0.5 0.25 8 0.1 04 05
o Ahochb0 = 0.25 0.5 0.25 9
0.25 0.5 0.25
Zahl 10

a

o r=08 . - &l
« [ »

Matrizen werden dadurch definiert, dass man das gewtinschte
Rechteck im Tabellenfenster ausflllt und markiert. Dann ist mit der
rechten Maustaste , Erzeuge Matrix“ zu wahlen.

Die Zahlen im Zustandsgraphen sprechen mit ,,B3“ etwa die Tabelle an.
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Stochastik

Konfidenzintervall alle Infos

Ay Konfidenzintervall Niveau mitz= 2

naherungsweise {0.155, 0.445}
81 Konfidenzintervall exakt {0.179, 0.458}

Datei: konfidenzintervall binom.ggb

n=40
k=12
k/n=0.3 t

 Ndherungsweise, o mit k/n

 exakt
pp = 0.23

' Ungleichung

k 1
— —p| < 2y/np(1 —p) —

mn n

08 0.9 1 11 12
Ha 2014
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Stochastik

Messwerte und Auswertung
Bedeutung der Angaben Datei: wurzel n gesetz.ggb

b

0.1 1 s=3
. n=9
A C BDFXJME |G H Verteilung der Einzelwerte Zelgen
— O a3 . | —
2 0 2 4 6 ' 8 10 12 14 16 18 20 22
‘ S
xq+t —
-0.1 - q \/ﬁ

Verteilung des Mittelwertes
aus n=9 Messungen

-0.2 1 zeigen

i s 1 Bedeutung
| NG
-0.3 i Standardfehler
-0.4 1 i
' |
-5 o '+‘ -

Xq'
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Stochastik

Messwerte und Auswertung
Bedeutung der Angaben Datei: wurzel n gesetz.ggb

s=3
o n=9
VeTbeuqn_.g‘derEinzelwerte Vv Zeigen y
LI TP ——— = ’ ; ] -
18 20 22
i S
| Messprotokoll X =
-0.1 . | ’\ d b vn
Verteilung des Mlttelwert \ I\
=9 M |

5 T ,’ \\ Gemessen wurde: 7.64 * 1

-U.21  / zeigen \ ! 1\ S
. .;.: Y —1 / Bedeutung
] , AN xq ist eine Punktschatzung flr
3 | \ I Stgndardfehler das wahre p.
I \ Konfidenzintervall xq+ 2 Standardfehler
\ | \
_0.4 \|/ \ / Bedeutung von s
\\ s|ist eine|Punktschatzung flr
\ das wahre o.
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