Chaos und Fraktale Rekursion Erste Erfahrungen

Prof. Dr.Dorte Haftendorn ~ www.uni-leuneburg.de/mathe-lehramt 1996/ 02 /05
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fix)=2x - 4 fx)=2x + 2 fx)=-2x+ 6

fo(x)=-x + 8 fs(x)=-2x + 12 f(x)=1x (8 - x)

HE=5x (8 -x) | f)=7x(8-x) | fx) =) (8 - f(x)

Gezeichnet sind die Trigerfunktionen fiir entsprechende rekursiv definierte Folgen.
Esgilt a,,, = f(a,). Als Startwert a,kann jeder Wert genommen werden. In diesen Zeichnungen

sollte er zwischen 0 und 8 liegen.
Zeichnerisches Verfahren: Starte bei dem gewihlten a,. Wiederhole oft:

senkrecht zur Kurve, waagerecht zur Winkelhalbierenden
Rechnerisches Verfahren: Starte bei dem gewihlten ag,. Berechne a,mit der Formel, notiere und

speichere a,. Berechne a, mit der Formel, notiere und speichere a,. Und so weiter.
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({f1, (3.9,3.8,3.6,32,2.4,0.8,-24,-8.8}},
2, {0.1,2.05, 3.025, 3.5125, 3.75625, 3.878 12, 3.93906, 3.96953} 1,
i£3, {0.1,5.95, 3.025, 4.4875, 3.75625, 4.12187, 3.93906, 4.03047} },

{4, {0.1,7.9,0.1,7.9,0.1,7.9,0.1,7.9} },
{f5, 3.9,4.2,3.6,4.8,24,72,-24, 16.8}},

{f6, {0.1,0.395, 1.50199, 4.87997, 7.61283, 1.47373,4.80899, 7.67277}},

{f7, {0.1,0.263333, 0.679107, 1.65722, 3.5038, 5.25126,4.81145, 5.11385}},
{f8, {0.1,0.1975, 0.385248, 0.733393, 1.33232,2.22087, 3.20867, 3.84345} },
{9, {0.1, 1.50199, 7.61283, 4.80899, 1.25538, 7.97273,0.428873, 5.17619} } }
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Analysis und Sek | “Wachstum” Logistische Parabel

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Uni Lineburg, www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt 5. Juli 2004

F 0 | q=0,4 [ 1 F
§ 0 | =7 | 8 &

® | | | |

Vorrat freier Punkte

= 3 =2 14 & m " g =
< IL X | ¥ x0 x1x2 x3
~Tragerfunktion G S N e
fod=q™"(g+1/q - x) '
passt zu

delta x=q"*(g-x)

g=Grenze (rechter Fixpunkt)
Bedingung fiir "beschrankt":
q'g <3

Bedingung fiir Konvergenz:
O==qg<=2 Parabel nicht steiler

0y
28

Nutzen dieser Euklid-Dynageo-Datei:

Erklarung der Treppchendarstellung (Spinnweb~).

Erkundung der Wirkung von q bei festem g.

Erkundung der Wirkung von g bei festem q.

Bestatigung der links unten genannten Bedingungen fur qg.
Uberlegungen warum die Konvergenzbedingung so sein muss.

In Analysis kann diese Bedingung errechnet werden.
Uberlegungen warum die Beschranktheitsbedingung so sein muss.
Diese Bedingung kann auch in der Sek | errechnet werden. Ebenso die folgenden B.)
Erkundung einer Bedingung fur monotones Wachstum der Folge.
Erkundung, wann die Folge gegen O strebt.

STIOoMmMOOD>

Hinweise:

zu A) Wahle am x-Regler einen Startwert, hier 2, setze den freien Punkt x0 auf x_.(* Verfolge die
Striche zur Funktion, zur y-Achse, die graphische Spiegelung an der Wh, setze dort x1 hin. Setze
mit dem Regler x- auf x1.*) Wiederhole(*....*) mit x2,x3 ...

zu E) Die Steigung im Fixpunkt muss betragsmafig kleiner 1 sein (siehe Voriibungen mit Geraden).

zu F) Die Ableitung der Tragerfunktion ist an der Stelle g auf -1 zu setzen. Daraus ist qg zu
bestimmen.

zu G) Der Bereich (grin) ist durch die Nullstelle bestimmt. Wenn der Scheitel der Parabel oben
hinauswandert, kommen Folgenglieder zustande, die auf der x-Achse rechts von der Nullstelle
liegen. Dann wird der nachtse Wert negativ und die Folge strebt gegen -unendlich

zu H) Die Nullstelle ist bei g+1/q und die Scheitelstelle auf der Halfte. Der Scheitelwert muss
kleiner als g+1/q sein.

zu |) Die Folge wachst ausschlieRlich, wenn die Steigung in G nicht negativ ist.

zu J) Die Folge stebt gegen 0, wenn g<=0 ist.



Analysis (Sek |) Allgemeines zur Rekursion  Fragen zur logistischen Parabel
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Uni Lineburg, www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt 1997, Apr. 2004

Definition: Eine Folge heif3t
streng rekursiv,
wenn a,, = f(a,_q) gilt.

a ist Fixpunkt, wenn gilt a=f(a)

f'soll sonst nur Konstanten enthalten.
Jedes gegebene a, definiert

zusammen mit der rekursiven Formel
eine neue Folge. Dann gibt es die unklarer Art, wenn gilt | £ "(a)| =1

Trdgerfunktion f der Folge, deren abstoBend, wenn gilt | £ a)| >1
Funktionsterm durch Einsetzen von x anstelle

Der Fixpunkt a ist
anziehend, wenn gilt | f '(a)| <1

der Folgenglieder entsteht.

Beispiel Logistische Parabel
a, =r-a,_q-(1—a,_q) hatdie Tragerfunktion f(x)=r-x-(1- x)

Sei r>0. Wichtig ist das Intervall [0,1]. Startwerte sollen in diesem Intervall liegen.

Fragen:
I Welche Fixpunkte hat {a_}?

T Welche Steigung hat f. in den Fixpunkten?
D Fiir welche r gibt es zwei / einen / keinen anziehenden Fixpunkt im Intervall [0,1]?

N Fiir welches r hat die Parabel den maximalen Wert 1? Was bedeutet es fiir die Folge,
wenn r noch grofer wird?

O gmit g(x)= f (f(x)) =(f X f)(x) heiBt die zweifach Iterierte von f.

Welches ist die zweifach Iterierte der logistischen Parabel, welchen Graphen hat sie?
(Z.B. fiir r=3,5) Untersuchen Sie moglichst mit CAS, (Computer-Algebra-System oder
Graphikzeichner), welche Wirkung r auf die zweifach Iterierte hat und tiberlegen Sie,
was das fiir die Folgen bedeutet.

Weitere Beispiele lassen sich leicht finden. Man braucht lediglich eine von einem
Parameter abhiingige Kurvenschar, die fiir irgendwelche Parameterwerte die
Winkelhalbierende schneidet. Wenn dann die Steigung im Schnittpunkt sowohl Werte
annimmt, die betragsmaBig kleiner 1 sind, als auch solche, die betragsmallig grofer als
1 sind, dann gibt es alle an der logistischen Parabel beobachteten Phdnomene,
insbesondere auch ein Attraktor-Diagramm (=Feigenbaum-Diagramm) mit
Bifurkationskaskade. Das beste schulgeméafle Werkzeug hierfiir ist Turboplot
www.turboplot.de , beschrieben auch in www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt.
Insbesondere konnen Lernende selbst solche Kurven erfinden und erkunden.
Besonders einfach sind Parabelscharen, aber auch Heron-Verfahren, rekursiv
formulierte Schnittprobleme wie X =r - coS(Xx) u.s.w.

| Datei rekursion-allg.pdf |
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ChaOS und Fraktale LOgiStiSChG Parabel Zzwei Rekursionsdarstellungen
Prof. Dr. Dorte Haftendorn ~ www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt Nov. 1996, Apr. 2005

Logistische Parabel e remarrertor e e
a,=r-a, {-(1-a,_q1)

wlr*rllis rexdnded Ll-wink ¥ Fmittmt === krmatr] #{n}
f(x)=r-x-(1-x)
f istdie Trigerfunktion fiir die rekursive / \/ Rl N“’”“’T”I
Folge a,, .
Die logistische Gleichung beschreibt /
viele Vorgédnge in Natur und Technik.
ten Lebensraum. Der Parameter r ist dann
aus Geburten- und Sterberate Zusammen- | | coevesre voxcmont tmeems > B et moTAAY WES
gesetzt, mit n ist die Zyklus-Zeit, etwa /
Wochen, gemeint. Die logistische Glei- \]

Insbesondere in der Biologie kann man

chung sagt dann aus, dass die Bevolke- \/ \ /
rungszahl proportional ist zum Produkt

aus (momentaner) Bevolkerungszahl und e

einer Mausepopulation in einem begrenz-

a, deuten als Bevolkerungszahl z.B.
“Abstand” von der Bevolkerungsgrenze.

Wie sich die Folge verhilt, wird rechts

auf zwei Arten dargestellt. Links ist a,

iiber a,_; aufgetragen. Man nennt die

Darstellung auch Spinnwebverfahren, PP ——— [P ——
Web-Darstellung, Phasendiagramm. LIS SEake, Amdind 3 / Taittske  serromesihil s
Man startet bei beliebigem a, und I e— /

Rechts sind die so zustandegekommenen
Bevoilkerungszahlen iiber der Zeit n
aufgetragen.

Das Verhalten der Folge wird im
Wesentlichen von dem Parameter r
beeinflusst.

Fiir 0<r#1 konvergiert die Folge gegen 0. [ tewistiscra rarase: Louistische Kurve

WEneLld iz rwondnie Tmittaki ne=-—lncehl =tmd

Fiir 1<r#3 konvergiert die Folge gegen : =
den rechten Schnittpunkt mit der Winkel- ’
halbierenden. Er ist dann anziehender 4

Fixpunkt. Das ist er ndmlich genau so-

zeichnet immer abwechselnd senkrecht \
zur Kurve und waagerecht zur Winkel-
halbierenden.

lange, wie die Steigung von f im
Schnittpunkt betragsméBig kleiner ist als
1. Fiir t#1 schneidet die Parabel rechts nicht.

Fir 3<r treten zuerst mehrere i 1 1l
Haufungspunkte auf, ab r=3,57 verhilt Im
sich die Folge chaotisch.




Chaos und Fraktale Feigenbaum-Szenario bei der logistischen Parabel

Prof. Dr. Dorte Haftendorn ~ www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt 21. Nov.1996, Apr. 05

pas Feigenbaum-Szenario
wurde von Mitchel Feigenbaum in den [omacccmmnen

M=
R b LD [!

70-iger Jahren zuerst untersucht. 33854550005 A
Auf der Hochachse ist von oben nach | ™™™ /.f"" N
unten der Parameter r fiir die logistische \
Gleichung in einem vorher gewihlten ‘
Bereich aufgetragen. Die Rechtsachse hat
x-Werte zwischen 0 und 1.

Fiir jedes r aus dem Bereich entsteht eine
Pixelzeile des Bildes. Es werden 100
Iterationen “m Dunkeln” gerechnet, fiir
die nichsten 100 Iterationen wird ein
Punkt in die Zeile gezeichnet. Wenn die
Folge fiir dieses r konvergiert, siecht man
nur das 200ste Pixel.

Beim oberen Bild geht r von 2,9 (oben)
bis 4 (unten). Bei r=3 tritt die erste
Bifurkation auf. Man sieht flir die nun
folgenden r das 199ste und 200ste Pixel.
Es liegen zwei Haufungswerte vor, bis r
auf 3,4494809... angewachsen ist.

Diesen genauen Wert fiir r kann man aus
den Schnitt-Steigungen der 2. Iterierten
von f gewinnen.

Es folgt eine Bifurkationskaskade, das
Verhiltnis der r-Abstinde konvergiert
gegen eine mathematische universelle
Konstante, die Feigenbaum-Konstante
*=4,6692016091....

Der Eintritt ins Chaos erfolgt bei
r=3,5699456... Das ist hier daran
sichtbar, dass die gezeichneten Pixel von
Nr. 101 bis 200 als breites Band sichtbar
werden.

In dem chaotischen Bereich gibt es aber
immer wieder Inseln der Ruhe. In ihnen
sind zundchst wieder wenige
Héaufungspunkte zu sehen. Deren Zahl ist
nun aber keine reine Zweierpotenz mehr.
Dann folgt wieder eine Bifurka-
tionskaskade und erneuter FEintritt ins
Chaos.

Mathematisches Chaos ist gekennzeichnet durch Sensitivitiit in den Anfangsbedingungen: Zwei
beliebig dicht startende Punkte kdnnen im betrachteten Bereich beliebig weit auseinander wandern.
Mathematisches Chaos hat die Mischungseigenschaft: Zu zwei beliebigen offenen Intervalln I und J
kann man in J Punkte finden, die in I gestartet sind.

In mathematischem Chaos gibt es periodische Punkte und die “liegen dicht”. Diese Eigenschaft ist mit
Computern nicht zu priifen. Sie geht in der Rechenungenauigkeit unter.




Rekursive Folgen Parabel-Beispiel erundungsaufgabe
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Uni Lineburg www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt 27. April 2003

2
f(x)=—a(x—-2)"+4
Y
Suchen Sie die gezeigten Eigenschaften
zu beschreiben und
mit Zahlen zu versehen.

Erkunden Sie in Turboplot,
rechnen Sie, was Sie kdnnen auch genau aus. Abbildung 1

za\

Abbildung 2

Abbildung 4

N

Abbildung 3

)

Abbildung 5

J—



Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, www.mathematik-verstehen.de

5. April 2011

Logistische Parabel (z.B.) und Spinnwebgraphen

Logistische Parabel

flx):=r-x-(1-x) » Fertig

Es ist nun konkret f{x) » -3.22:x [x-1].

Streuplots beobachten kann.

nicht fur die Spinnwebdarstellung.

Haftendorn April 2011

Im Graph—Fenster werden der Parameter r »
der Startwert aul - 0.1 mit Schiebereglern gesteuert,

3,22 und

Man variiert nun wvor allem r und beobachtet die Entwickung der Spinnwebfolge.

Da man r und aul nur im Graphfenster varieren kann, ist es sinnvoll, am PC
den Seitensortierer grafier zu ziehen, damit man auch die Wirkung in den beiden

Der eine Streuplot ist der Gbliche Zeitgraph der Folge. Der andere verbindet die
Datenpunkte direkt und ermdglicht auch eine Sicht auf das Folgenwverhalten.

Die mathematische Aussagekraft ist aber beim Webgraphen deutlich grélGer.

Die Tabellenseite ist wie in Excel gemacht, Sie ist fur die Streuplots nétig, aber

Flr Experimente mit eigenen Kurven ist die allgemeinere Datei gunstiger.

Man kopier besser nicht das Problem in dieser Datel, da die Datenhaltung der
Treppchen fir den Rechner aufwendig ist.

4lDatei
logistische-Parabel.tns

Der Tl Nspire hat keine
eigene Mdglichkeit
Spinnwebgraphen zu
zeichnen. Das konnten TI92
bzw. Tl voyage seit 1995!
Darum kann diese —oder die
etwas allgemeinere Version-
als Musterdatei dienen.
Auf der Notes-Seite tragt
man das eigene f ein.
Beim Hantieren ist zu
beachten: Als f1(x) ist die
Tragerfunktion eingetragen,
5|f2(x)=x, die Winkelhal-

bierende.

Wenn man bei f3 rechte
Maustaste-> Graphiktyp ->
Folge->Folge wahlt,

sieht man, wie ul
eingegeben ist, mit der
Siudtaste sieht man u2 als
verschobene ul.

Wieder re Maus->
Graphiktyp -> Folge-
>Eigene erlaubt eine x-Liste
und eine y-Liste, hier ul und
u2, eine Parameter-

_| darstellung far Folgen.

Dann das nochmal und ul
und ul (Punkte auf der

1017w
r=3.22
OII L B B 4II
aul=1
I
0. 1
0.05
yf 0.05 1.11
% o
s I R AN rlv DE. Fan  [Farm
I‘) ¢ u I:Inlll II'||II II| II II| |II II II III ll III II III II II |II II |II I|| II II |I I| |I I| |I
| [T Wi ||| ||I IR
o TeR R 1 0.1 0.2898
| B 2| 0.2898| 0.662727
! B 3| 0.662727| 0.719734
4 4| 0.719734| 0.649529
s 5 3 5 3 5| 0.649529] 0.733004

Fur die Zeitdarstellung links braucht man die Liste artl, sie ist

die Folge ul. In B1 wird =aul eingetragen. in B2 kommt =f(B1)
dieser Zellinhalt wird nach unten kopiert. (re-unt-Ecke das Plus
erscheint, anfassen, nach untern ziehen).
In C1 steht =b2, und das wird auch nach untern kopiert.

Beim rechten Data-Plot ist art2 Uber artl aufgetragen und

.Punkte verbinden* gewahlt.

Die Treppchen-Strecken
sind dann miihsam von
Hand eingefugt.

Wenn man so eine Datei
nun als Muster nimmt, muss
man diese Arbeit nicht
selber machen.

logistische-parabel-ti.docx
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Es ist hier ein "neues Problem" am TI erdffnet, da man nur so fur Untersuchungen mit
allgemeinem r dieselben Bzeichnungen verwenden kann, wie in den Seiten mit den
konkreten Zeichnungen.

Weitere Untersuchungen zur logistischen Parabel

f{x):=rx:(1-x) » Ferriz Allgemeiner Fixpunkt—Ansatz: fix]=x » - x (x-1)=x

solve(f(x)=x,x) b x=""L or x=0 . Der linke Fixpunkt ist klar, der interessante ist

e F—

S

xfix:= Fur diesen ist die Steigung wichtig: di(ﬂ:‘()) . ‘(2'.'f—1)'.-“, Steigung am
X

Fixpunkt: mxfix::di(f(xjhx:xfix » -[r-2)4v. ErwartungsgemaR hangt dies von r ab.
X

Interessant sind die r—Werte mit Steigung 1 oder -1 solve(mxfi)(:l,?') » r=1 oder
solve(mxfix=-1,r] » r=3
Fur r=1 gilt kommt die Parabel mit Steigung 1 aus dem Ursprung flxjjr=1 » -x(x-1)
Fur r=3 flx]jr=3 = -3-x[x~1) haben wir den Eintritt in die Bifurkationsparabel gefunden.
Das pruft man jetzt in dem anderen Problem durch Einstellen der Schieberegler.

Auf der anderen Notes—Seite sind Uberlegungen zu den Iterierten.|

Uberlegungen zu den Iterierten

Die Nummerierung Uber nehme isch won Turboplot, weil man dort auch das
Feigenbaumdiagramm ansehen kann. Normal wirde man mit 0 anfangen,

1. lterierte fix) » -7x(x-1)

2. lterierte g2(x)::f(f(xjjl » Fertig Das ist g2(x] » ‘.-“3'(.-“'.'f'(I(—l)-i—l)'.‘('(.‘f—l),

expand(g2(x)) D ST TP L B R e Polynom 4. Grades
Fixpunkte von g2
_( II “3 2 P2 . 1) Il “3 2 P2 +“+1 l
Solve(ngszx,x) r x=—L 2 L or x="- 2 ——— or x=—— or x=0

Es tauchen natUrlich die beiden alten Fixpunkte auf. Dazu aber zwei neue, Sie esxistieren

nur, wenn der Radikant der Wurzel positiv ist. Sie Auch Graph in diesem Problem.
solve(rz—zr%:o;) » r=-1or r=3 Also erst am r =3. Wie ist die Steigung in diesen

Fixpunkten? di(gz(x)) . ‘(2'.‘(-1)'(2'.‘(3'.-“-2:'{2-“4-1)'.-“3 Also
X

2
ST =2r=3 4+l
2 | T L b

('[2-.1(—1)-(2-3( =2l

:-1,?‘\ . .-":-(.,.u"6_— 1) or .?‘:-,.||'6_+1_L

Die lterierten entstehen[ wenn man die Tragerfunktion immer wieder in sich selbst einsetzt.

b3

solve
. . . )
?‘=-(Jg—1) or ?‘=Jg+1  r=-1.44949 or r=3.4494% Damit haben wir das r far die nachste
Bifurkation exakt berechnet.
4. lterierte g4(x)::f(f(f(f(x)))) * Fertig
g4lx)
- ‘.-“4'(.-‘".'?(.‘f—l)+1)'(.-“3'.'f3'(.'f—1)3+.-“3'.'f'(.‘f—l)+1)'I:.-“T'If4'(ff—l)4+2'.-“6'.'f3'(.‘f-l)3+.-“5'.'f3'(.‘f
—1)3+.-“4'.'f3'[.‘f—l)3+.-“3'.'f'(.‘f-l]+1)'.‘f'(.‘f—1)
expand(g-‘-l '()J
. .15 :r.1€'+8 .-“15':f15—23'.-“15'.'f14+56'.-“15'.'f13—?':".-“15'.'{134'5".-“15'.'f11—23'.- 15,__{1II
+87 15 :f_g—.- 15,__{3_4 14 _f14+28-.-“14-:f13—84-.=‘14-:f13+140-.-“14-:f11—140-.-“14-:f1'”'
+34'.-“14'.'f9—28'.-“14'.'f3+4'.-“14'.'f?-—6'.-“13'.'f13+36'.-“13'.'f11—9':".-“13'.'f1|:|+l2':".-“13'.'fg
=90 .-“13'.'fg+36'.-“13'.'f?—f)'.-“13'.'f6—2'.-“13'.'f13+12'.-“13'.'fll—:"‘a‘l'.-“13'.'f1|:|+6':".-“13'.'(.9
—7':".-“13'.'fg+52'.-“13'.'f?—22'.-“13'.'!:6+4'.-“13'.'f5—6'.-“11'.'fll:l+3':"."11'3f9—61'.-“11'.'{3+64'.-“11'.'f?
=367 11'.'f6+1':' 11'.'f5—.-“11'If4—6'.-“10'_'(2+24'.-“1|:|'.'f'; '“10'.'(6+24'.-“1|:|'.'f5 6-.-“1':'-:("1
9 9.3 8 8 8.7 8.5
7 T x4t x' -8 X
‘?'_'fb—.-“ ! -:fj—.-“é-:r_4+2- .-“6'.'{3—.-“6 -:f3
=

Auf die Idee, die
Iterierten zu
untersuchen, kommt
man durch Betrachtung
des Feigenbaum-
diagramms.

Nach der ersten
Bifurkation haben die
Folgen zwei
Haufungswerte. Sie
werden im Wechsel
angenommen. Wenn
man also nur jedes
zweite Folgenglied
betrachtet, hat man
den einen
Haufungswert als
Grenzwert. Genau das
tut man, wenn man die
zweite Iterierte ansieht.
sie hat also zwei
anziehende Fixpunke,
die ,alten” Fixpunkte
sind anstol3end
geworden.

Wenn nun r weiter
wachst wird die
Steigung in diesen
anziehenden
Fixpunkten
betragsméafRig auch
groRer, bis sie wieder
-1 erreicht. Dann
ziehen auch diese
Fixpunkte nicht mehr
an. Nun gilt
entsprechendes fur die
vierte Iterierte, dort
kommen vier neue
anziehende Fixpunkte
dazu.

Rechnerische
Behandlung mit
allgemeinem r ist nun
kaum noch maoglich.
Aber man kann sie fur
feste r auf
Schiebereglern noch
recht genau erhunden.

logistische-parabel-ti.docx




Ing-math Ubungen zur Rekursion  Ueb.: -2-

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Lineburg, 16. Januar 2006
+ 3+ + + 4 . 31 N . N
* 2T * 1 + 2+ + + + +
+ 1+ + + + 4

-1 |
+ -¥ + + + + + 4
+ -2 + + + + + +

Aufgabe 3 zur Rekursion
f(x)=—r(x-2)*+3

Dies ist die Tragerfunktion einer rekursiv gegebenen 2 4 + + +

Folge. Oben sind die Graphen fur r=1, r=0,5, rechts r=2.
a) Notieren Sie die Rekusionsformel fir a, .

Berechnen Sie fur r=1 und den Startwert ap=1 drei I ' '
Folgenglieder und verfolgen Sie diese graphisch
im linken oberen Bild. 1 ”

b) Entscheiden Sie welche Fixpunkte anziehend und
welche abstoliend sind (nach Sicht und -1+ + +
dranschreiben). Berechnen Sie bei einem der
Beispiele die Fixpunkte und entscheiden Sie die
vorige Frage rechnerisch.

c) Markieren Sie beim rechten oberen Graphen auf
der x-Achse Bereiche fur Startwerte:

a. bei denen die Folge sicher konvergiert
b. bei denen die Folge sicher divergiert -4 - + +
Markieren Sie die Tefferfalle.

d) d) Markieren Sie beim rechten und beim 5
obereb linken Graphen auf der x-Achse je zwei i
Bereiche fur Startwerte:

a. bei denen die Folge unklares Verhalten zeigt, Chaosbereich.
b. bei denen die Folge gegen unendlich strebt.

e) Erlautern Sie, wie das Feigenbaumdiagramm (rechts)
zustande kommt Wie hangt die erste Bifurkation mit
Ihren obigen Betrachtungen zusammen?

1
+
+




Rekursion Aufgabenblatt Thema: Parabeln Ha s

Welche der folgenden Parabeln 1st hier gezeichnet ?

A flx)y = 1+ %(x - D (x -3 B: Flx) = % (x -~ D) (x - 2) + 1
C: _f(x):xz—%x+2 D f((x):xz—%x+§-

Welche Rekursionsformel gehort zu dem von dir gewahlten Funktionsterm?

Startwert 1st x =0,2 . Berechne 5 Werte.

Wihle andere Startwerte, auch auBerhalb des hier gezeichneten Bereichs. Berechne und
zeichne, wie die Folge sich verhilt. Zeichne dazu die Parabel ins Heft.

Schneidet der Graph weiter rechts noch einmal die Winkethalbierende? Wenn ja: wo?
Wenn nein: warum?

1.75 AN | v

N

N

0.75 i
I
|
0.5l 1
0.25
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75

Dies ist mathe'rekupara.afg




Rekursion Aufgabenblatt Allerlei Parabeln | Ha 95
Aufgabe 1 Gegebenist die Parabel  p ( x ) =(x-235 )' + 1,75

a) Zeichne die Parabel .

b) Sie ist Tragerfunktion der Folge x, mit X = = { x an 2.5 ) 75

¢) Welche Folge ergibt sich, wenn man mit x, = 1,5 startet? (6 Werte mind.)

d) Bestimme die Fixpunkte der Folge. Welcher ist abstoB3end, welcher anziehend?

e) Fur welche Startwerte gelangt man zum anziehenden Fixpunkt?

f) Fur welche Startwerte gelangt man zum abstof3enden Fixpunkt?

g) Fur welche Startwerte strebt die Folge ins Unendliche?

h) Gibt es Startwerte, bei denen sich das Verhalten der Folge nicht entscheiden 1aBt?

, 1
Aufgabe 2 Gegeben ist die Parabel px) = Z (x -3 )2 + 2
a) Zeichne die Parabel .
1
b) Sie ist Tragerfunktion der Folge x, mit X = —(x, -5 )2 + 2

nen 4 all

¢) Welche Folge ergibt sich, wenn man mit x, = 10 startet? (8 Werte mind.)

d) Bestimme die Fixpunkte der Folge. Welcher ist abstoflend, welcher anziehend?
e) Fur welche Startwerte gelangt man zum anziehenden Fixpunkt?

f) Far welche Startwerte gelangt man zum abstoBBenden Fixpunkt?

g) Fur welche Startwerte strebt die Folge ins Unendliche?
h) Gibt es Startwerte, bei denen sithggs‘y:arhalten der Fol

ge nicht entscheiden

Aufgabe 3 Gegeben ist die Parabel ( X )

a) Zeichne die Parabel .
3.3

b) Sie ist Trégerfunktion der Folge x, mit X _ = 4 X, ( 4 - xa][)
¢) Welche Folge ergibt sich, wenn man mit x, =1 startet? (10 Werte mind.)

d) Bestimme die Fixpunkte der Folge. Welcher ist abstoflend, welcher anziehend?

e) Fir welche Startwerte gelangt man zum anziehenden bzw. absto3enden Fixpunkt?
g) Fur welche Startwerte strebt die Folge ins Unendliche?

h) Gibt es Startwerte, bei denen sich das Verhalten der Folge nicht entscheiden 148t?
i) Fillt dir ein besonderes Verhalten auf ? Was ist, wenn du statt 3,3 3,8 schreibst?

n ganz andere Zahlen an diese Stelle Schre1ti

Aufgabe 4 Gegeben sind viele Parabeln  p . (x) = x?+c , fuir jedes c eine andere.

a) Zeichne in verschiedenen Farben mehrere von ihnen ein.
Fur welche c existert ein anziehender Fixpunkt?

Marldere diese c auf der y-Achse in dickem Schwarz.
Spiegelst du dieses Stiick an der Winkelhalbierenden, so hast
du gerade ein Stick aus dem dicken Bauch des "Apfelmannchens”
gezeichnet. Es ist das Stiick auf der Symmetrieachse vom Hals bisgg
rechts das einheitliche Schwarz aufhort.

N ] .
il alt C nicht ins

Unendliche entschwindet. Dabei ist z aber eine sogenannte komplexe
Zahl, dargestellt durch einen Punkt in der "GauB3schen Zahlenebene"
Unser normaler Zahlenstrahl ist davon eine Teilmenge, nimlich die”
Symmetrieachse des Apfelmannchens.

2
die Folge mit der Rekursionsformel Z =z

Dies ist mathe'parabeln.afg




Klausur-Ubungsaufgaben: [teration, Taylor, Polynome

Dr Dorte Hdﬁend@iﬂ Universitiit Lilncburg BBS-Lehramis-Studicngang Anfoaben Teil 1 26 Juni 1997

Zeichnen Sie die Tragerfunktion in einem gréferen als dem dargestellten
Bereich.

Berechnen Sie die Fixpunkte der rekursiv definierten Folge. Entscheiden Sie,
falls moglich, welcher der Fixpunkte anziehend, welcher abstoflend ist.
Markieren Sie auf der x-Achse Bereiche flir Startwerte bestimmt divergenter
und konvergenter Folgen, bzw. Folgen unklaren Verhaltens. Zeichnen Sie noch
typische “Treppchen” ein.

Es gibt den Satz: “ Monotone und beschréankte Folgen sind konvergent.”

Sehen Sie hier Teilfolgen, auf die Sie diesen Satz anwenden kénnen?

Aufgabe 2 zum Schnitt zweier Kurven, diverse Verfahren

Berechnen Sie den Schnittpunkt der Kosinusfunktion mit der Hauptwinkelhalbierenden

A) direkt, indem Sie aus der Schnittpunktgleichung eine rekursive Folge machen,

B) mit dem Newtonverfahren.

C) Erlautern Sie zeichnerisch an einer groben Skizze das Verhalten des Sekantenverfahrens in diesem Fall.
D) Welches der Verfahren konvergiert am schnellsten?

E) Warum funktioniert Methode A) nicht, wenn man statt dessen f{x)=2 cosx betrachtet?

Aufgabe 3 zur Taylorreihen
Bestimmen Sie eine Naherungsparabel um x=0 fur die Kosinushyperbolikusfunktion mit Hilfe der
Taylorreihe. Machen Sie eine Skizze.

Priifen Sie, wie gut die Parabel noch bei x=1 ist.

Was miisste man tun, um eine bessere Naherungsfunktion zu erhalten?

Wird der Konvergenzradius der Taylorentwicklung unendlich oder endlich sein?

Sind Probleme zu erwarten?

Nennen Sie ein Beispiel, wo der Konvergenzradius sicher endlich ist.

Aufgabe 4 zu Polynomen 4. Grades ,
Erzeugen Sie aus zwei doppelten konkret ausgesuchten Nullstellen ein Polynom 4. Grades.

Weisen Sie nach, dass die Wendetangente die Kurve an einer Stelle schneidet, die sich aus dem Abstand
der Wendepunkte ergibt.

Warum ist die Wendestelle 3-fache Schnittstelle des obigen Schnittproblems?

Warum ist es nicht wesentlich, dass man oben mit konkrete Nullstellenwerten gerechnet hat u nd nicht
allcemeinen Werten.

Wie lisst sich die Aufgabe verallgemeinern?
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a) Weisen Sie nach, dass diese rekursive Folge fir positive r

den Fixpunkt @ = Kl 7 hat

o8

b) Rechts ist die Webdarstellung fiir 7 = 8 gezeichnet. e
Um welches k handelt es sich dann offensichtlich? ‘
Verfolgen Sie die hier dargestellten Folgenwerte rechnerisch
vier Schritte weit (als Dezimalzahlen).

oo

[y

¢) Entwickeln Sie in einer eigenen Zeichnung den Graphen der ‘E L Ll
1 1 2 3 4 5

Tragerfunktion f (x) = z X+ als Mittelwert

;xk—l

zweier einfacherer Funktionen. Sie kénnen sich auch fiir eine Darstellung als Summe zweier Funktionen
entscheiden.

Wie andert sich der Graph von_f, wenn k wichst? (Beschreiben, grobe Skizze)

d) Der in a) berechnete Fixpunkt ist nicht immer anziehend. Berechnen Sie genau, fiir welche kund rer
anziehend und flir welche er abstof3end ist.

e) Fir 7 =38 und & = 6 erhilt man fiir die Trégerfunktion
f und fur die zweite Iterierte folgende Graphen: 2 »

Die zweite Iterierte ist ¥ = f(f(x)). .

Erlautern Sie den Zusammenhang und begrinden Sie das = ,
Verhalten der Folge qualitativ. v il .

e) Bei der logistischen Parabel haben Sie ein

“Feigenbaum-Diagramm” kennen gelernt. Es heil auch
“Attraktor-Diagramm”

In gleicher Weise entsteht hier ein “Heron-Feigenbaum-

Diagramm”, wenn K variiert wird. Im Bild zeigt die Rechtsachse

k von 3 bis 6.

Erlautern Sie das Zustandekommen der Graphik.

Was sagen die Verzeigungsstellen aus? _—
Wo finden sich die betrachteten Fille wieder? h




Universitadt Lineburg Mathematik NAME:

Erste Staatsprifung fur das Lehramt an Grund- Haupt- und Realschulen
Prof. Dr. Dorte Haftendorn Frihjahr 2007

Aufgabe Rekursive Verfahren, Heron-Verfahren

In den Schulblichern wird heute haufig das Heron-Verfahren zur Bestimmung von

: : F
Quadratwurzeln vorgestellt. Es hat die Tragerfunktion /* mit f(x) = %(A 4~ i

1)

6)

8)

X
Geben Sie die zugehorige rekursive Formel an und berechnen Sie flr 7=2 fr den
Startwert 1 drei Werte.
Zeichnen Sie die Tragerfunktion, zeigen und erkldren Sie, wie Folgenwerte graphisch
gewonnen werdern.

Beweisen Sie, dass X = \/; Fixpunkt ist, und dass fur alle Radikanden r

superschnelie Konvergenz vorliegt.

Wie kann man auf Schulniveau erkaren, wie Heron die Formel gefunden haben
kénnte.

Flr hohere Wurzein fuhrt die Erklarung aus 4) zu

r
der Tragerfunktion 2 mit A(x) = %(x +t— ]
X

Beweisen Sie, dass Xy = If/; Fixpunkt ist.

Skizzieren Sie grob (im Prinzip) diese Anndherung
im Spinnweb-Graphen.

Im Internet war folgende Tragerfunktion fir die
Bestimmung héherer Wurzeln zu finden:

g(x) = —]i—((k -1 x+ 1:_1 J Nebenstehend
X

sind fur # =8 und k& = 3 Folgenwerte dargestellt.
Diese Tragerfunktion stammt aus dem

Newtonverfahren fur die Nullstelle der Funktion p mit p(x) = xk — ¥ . Damit muss

die Konvergenz hier superschnell sein. Zeigen Sie an der zweiten Liste, woran man
das sehen kann. Weitere Beweise hierzu sind nicht verlangt.

Vergleichen Sie die Konvergenzgeschwindigkeiten beider Verfahren und bestimmen
Sie fur die A-Formel aus 5) die Steigung im Fixpunkt in Abhangigleit von k. Fir welche
k liegt Konvergenz vor?
Erkldren Sie, wie das
Feigenbaumdiagramm zur A-
Formel aus 5) zustande
kommt. Deuten Sie 5) und 7)
an dem Diagramm.

Warum gibt es fur die g-
Formel aus 6) kein
Feigenbaumdiagramm?




Staatsexamen-Folgen und Rekursion Kosinus

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Universitat Lineburg, Mai 2006
. , . L e _ {1 .23

Es ist die Schar f mit f (x)= Q@S%i{j ] oeg sben.

a) Entwickeln Sie die Graphen hierzu als Verkettung. Beschreiben Sie die Grapnen in

i —_ ! ’
Worten. Gehen Sie auf dieses ==~ ~ = *’% RAAERAG | @
vom Graphenzeichner gelieferie Bild ain: 1] L

b) Fassen Sie die fk als Tragerfunktion von rekursiven Folgen auf. e
Berechnen Sie fir k=1 und Startwert 0,2 funf Folgenglieder und erlgutern Sie den
zugehdrigen Web-Graphen.

c) Bestimmen Sie den Fixpunkt fir k=1 mit zwei verschiedenen Methoden und zeigen Sie
auf zwei Arten, dass es sich um einen anziehenden Fixpunkt handelt. (Eine Ableitung ist
~von Hand" zu zeigen.)

d) Bestimmen Sie exakt ein k so, dass das erste linke Minimum von fk in den Punkt
M=(-1/-1) falit. Ertdutern Sie, warum M dann ein Fixpunkt mit superschneller Konvergenz
ist. Skizzieren Sie das Verhalten der Folgen mit Startwerten in der Nahe von -1.

e) Sie sehen rechts einen Teil .
des Feigenbaumdiagramms T
fur diese Schar.

a. Erlautern Sie das
Zustandekommen
eines
Feigenbaumdiagramm =
s grundsatzlich.

b. Erautern Sie das
Verhalten bei den
beiden linken Pfeiien.

Stellen Sie eine
Verbindung zu Obigem
her.

c. Der senkrechte blaue Strich ist bei k=4,7. Klédren Sie das Verhalten an den beiden
rechten Pfeilen durch eine geeignete Untersuchung mit lhrem Folgenzeichner.
Beziehen Sie auch den rechten Graphen der 2. Iterieren in Ihre Betrachtungen ein.
Die Beruhrung rechts sieht im Zoom %

SO aus. . /
P P b
1 ‘ L
f) Wie geht das Feigenbaumdiagramm Gber

Dies ist eine von 3 Aufgaben fur 4 Std.,
Tl voyage vorhanden

den gezeichneten Bereich hinaus rechts | s
und links weiter? : ;






