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110 5. Fraktale, Chaos, Ordnung

Abb. 5.33 Wie sich eine Fünferstange entwickelt

Abb. 5.34 Nachbarschaft und einige Startfiguren für das Spiel des Lebens

setzten Einzelkaro geboren werden, denn sie hat genau drei Nachbarn. Die Zelle ganz
rechts stirbt an Einsamkeit, denn sie hat nur einen Nachbarn.

? Aufgabe 5.2 Spiel des Lebens: Spielen Sie mit Karopapier solche Generationen-
wechsel nach.
Abb. 5.33 zeigt eine vollständige Generationenfolge für eine Fünferstange. Die beiden

letzten Zustände wechseln sich dann immer ab.
Sie werden merken, dass Abb. 5.34c und d Konstellationen sind, die sich nie ändern.

Für Abb. 5.34b finden Sie die Lösung im Anhang.

Abb. 5.34e ist der Gleiter (englisch glider), er erscheint nach vier Generationen wieder,
nur um ein Karo nach links unten versetzt, wie Abb. 5.35 zeigt.

Abb. 5.35 Der Gleiter im Spiel des Lebens

Diese überraschende Bewegungseigenschaft, die er mit einigen anderenKonstellatio-
nen teilt, ist dafür verantwortlich, dass das Spiel des Lebens sehr weit reichende theore-
tische Folgen hat. Es ist nachgewiesen, dass man logische Schaltelemente „bauen“ kann,
die sich verhalten wie die Zentraleinheit eines Computers. Damit wird das Spiel des
Lebens im Sinne der theoretischen Informatik ein Computer. Wenn Sie mehr erfahren
wollen, finden Sie in Wikipedia unter John H. Conway reichhaltige Informationen und
Links.

Mein Programm von 1990,mit demAbb. 5.33 erstellt ist, hatte ich für die freie erkundendeArbeit von
Zwölfjährigen entwickelt. Die systematische Untersuchung der Entwicklung von Stangen verschiedener
Länge, von Buchstaben usw. ist ein lohnendes Feld für mathematisches Arbeiten.
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5.4 Muster der Natur 115

Die Anzahlen der rechts drehenden und der links drehenden Spiralen sind immer
aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen.

In Abb. 5.40 habe ich dieses für den Pinienzapfen hervorgehoben. Ganz deutliche Spi-
ralen ergeben sich auch beim Romanesco, wie Abb. 5.41 zeigt.

Abb. 5.41 Romanesco mit 13 links herum und acht rechts herum nach innen laufenden
Spiralen

Der Romanesco ist auch ein schönes Beispiel für selbstähnliche Strukturen in der Na-
tur. Die kleinen Kohlröschen sehen selbst aus wie ein ganzer Romanesco.

Die Sonnenblume

Bei der Sonnenblume sieht man die vielen Kerne in der Mitte. Wenn man für die Kern-
entstehung wieder die oben für die Blätter dargestellte biologische Erklärung annimmt,
wirdman zeitlich nacheinander entstehendeKernewieder im goldenenWinkel verdreht
erwarten.
Es bietet sich an, diesenVorgang mit demComputer zu simulieren.MeinemKollegen

Dieter Riebesehl ist dies in GeoGebra so gelungen, dass man interaktiv denWinkel, die
kleinen Kreisradien und andere Parameter verändern kann. Probieren Sie es auf der
Website zum Buch aus.
In Abb. 5.42a sehen Sie die Simulation mit dem – sechsstellig – genauen goldenen

Winkel ω. Es gibt 21 links herum nach innen laufende und 34 rechts herum nach innen
laufende Spiralen.
Für den Startradius der „Kerne“ konnte man 53 wählen. Wenn man den Drehwinkel

um knapp sechs hundertstel Grad kleiner macht (Abb. 5.42b), erscheinen schon radial
verlaufende Kernreihen, die es bei Sonnenblumen nicht gibt. Den Kernradius musste
man verkleinern. Damit ist dies schon keine optimale Anordnung mehr. Bei Vergröße-
rung des Winkels gegenüber dem goldenen Winkel um knapp sechs hundertstel Grad
(Abb. 5.42c), entstehen eindeutige Spiralen nur in der einen Richtung. Der Kernradius
musste noch kleiner sein und der Platz ist gar nicht gut ausgefüllt. Diese Empfindlichkeit
gegenüber kleinsten Änderungen hängt mit der besonderen Kettenbruchentwicklung
von φ zusammen (Seite 112).











Hallo Dörte,                Prof. Dr. Dieter Riebesehl, 13. Jan. 08 
 

ein bisschen Spielerei mit Sonnenblumen.  
 
Es gibt durchaus nicht nur dann schöne Spiralen, wenn der Winkel etwas mit dem goldenen 
Schnitt zu tun hat. Z.B. hat das folgende Bild schöne Spiralen, und zwar 11 Spiralen im 
Uhrzeigersinn und 10 dagegen: 
 

r = 0.17

φ = 34.29°

h = 3

q = 0.9833

h gibt die 4. Nachkommastelle von q an!

r = Radius des ersten Kreises

 
Der Winkel ϕ ist hier (so genau sich das einstellen ließ) 2/21 von 360°. Das bewirkt, das 11ϕ 
= 1/11 360° ist und also zwischen dem 1. und 2. Punkt genau in der Mitte näher zum Zentrum 
landet. Wählt man den Streckungsfaktor passend, dann entstehen diese prima Spiralen, die 
aber auch überhaupt nicht zum goldenen Schnitt passen. 
 
Die nächsten beiden Bilder zeigen, wie sehr das Aufscheinen von Spiralen am richtigen q 
hängt: 
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h = -10

φ = 123.94°

q = 0.998

h gibt die 4. Nachkommastelle von q an!
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h = 2

φ = 123.94°

q = 0.9992

h gibt die 4. Nachkommastelle von q an!

 
 
Der Wert von q ist im ersten Bild 0.998, und im zweiten 0.9992. Der Winkel ist ϕ = 123.94° 
und hat auch nichts mit dem goldenen Schnitt zu tun. 
 
Als Spielwiese schicke ich zwei Geogebra-Dateien mit, in beiden kann man ϕ kontinuierlich 
in Schritten von 0.01° verändern, q kann mit Schrittweite 0.001, und unter zuhilfenahme von 
h sogar 0.0001 verändern. In der ersten kann man noch den Punkt mit der Nummer i durch 
eine orange Farbe hervorheben. Die zweite malt noch Kreise um die Punkte, deren Größe man 
tunlichst anpasst, damit bei kleinen Anzahlen von Spiralen diese auch schön deutlich werden. 
 
Läßt man ϕ laufen, so entstehen und vergehen Spiralen bei allen erdenklichen Winkeln, 
keineswegs haben die Anzahlen immer Verwandtschaft mit den Fibonaccizahlen. Übrigens: in 
der Graphik sind immer Punkt 1 und 2 blau und Punkt 3 und 4 schwarz eingefärbt, damit man 
sehen kann, wo es los geht. Oben geht es also im dritten Quadranten oben los, und Punkt 4 ist 
ganz nahe an Punkt 1. Man hätte auch genauso gut mit Punkt 4 starten können, der zum 
Winkel 4ϕ-360° = 7.664° gehört, sofern man dann q durch q4 ersetzt. Die so entstehenden 
Punkte sind alle auch im obigen Bild enthalten, aber nur jeder 3. Punkt ist noch vorhanden.  
 
Auch beim goldenen Schnitt für ϕ kann man diese Idee einsetzen. Punkt 22 liegt am nächsten 
an Punkt 1 (gegen den Uhrzeigersinn), deshalb kann man statt ϕ ebenso gut mit 21ϕ modulo 
360° = 7.663° beginnen und q = 0.99921 = 0.9792 wählen. Man erhält wieder alte Punkte, aber 
nur jeder 21. Punkt wird gezeichnet: man erhält eine Spirale, die anderen 20 entstehen durch 
Drehen mit ϕ, 2ϕ, ... etc. 
 
Die Sonderrolle des Winkels ϕ vom goldenen Schnitt ist also gar nicht so klar. Man bekommt 
immer dann Spiralen, wenn der Winkel ϕ gerade zwischen zwei einfachen Bruchteilen von 
360° liegt - 123.94°/360° = 2.638, also ziemlich genau in der Mitte zwischen zwei ganzen 
Zahlen - und wenn man q passend wählt, so dass die Spiralen erscheinen. Die Skalierung mit 
q entspricht der Verwendung von geeigneten Vielfachen von ϕ. Wenn es Vielfache von ϕ 
gibt, die sehr nahe an einer ganzen Zahl liegen, dann gibt es keine Spiralen, sondern nur 
Radien, die nach innen weisen. ϕ ist dann gut durch eine rationale Zahl approximierbar. Aber 
man kann mit q passend skalieren, und es gibt doch Spiralen.  



Die Sonderrolle des goldenen Schnitts liegt also darin, dass der Winkel dazu besonders 
schlecht durch rationale Zahlen approximierbar ist. Deshalb spielt q keine Rolle beim 
Entdecken von Spiralen. Ist ϕ der Winkel zum goldenen Schnitt, dann ergeben sich für alle q 
in einem großen Bereich Spiralen.  
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i = 22

φ = 137.51°

h = -10

q = 0.999

h gibt die 4. Nachkommastelle von q an!

 
 
Es gibt aber noch andere irrationale Zahlen, die schlecht approximierbar sind – obwohl der 
goldene Schnitt die schlechtest approximierbare ist -, z.B. ϕ  = (√2-1)x360°  = 149.12°: 
 

-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-1

i = 42

φ = 149.12°

h = -3

q = 0.9987

h gibt die 4. Nachkommastelle von q an!

 
 
Man erhält 41 und 29 Spiralen. Oder (√17-3)/4 x360° = 101.18°: 
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i = 33

φ = 101.08°

h = -5

q = 0.9975

h gibt die 4. Nachkommastelle von q an!

 
Diesmal 32 und 25 Spiralen. Ich habe diese Beispiele gesucht, indem ich mir Kettenbrüche 
angesehen habe, in denen nur kleine Zahlen vorkommen. Je kleiner, desto schlechter 
approximierbar. Es ist 
  
 
 
 
 
und  
 
 
 
 
 
Die benutzten Winkel ergeben sich, wenn man modulo 1 (oder 360°) rechnet. 
Übrigens: 41/29 = 1.4138 ≈ √2, 32/25 = 1.28, (1+√17 )/4 = 1.280776. Drum! 
 
Viel Spaß beim Rumspielen 
 
Dieter 
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