Bernhard Riemann

Ueber den Begriff eines bestimmten Integrals und den Umfang
seiner Giiltigkeit.

4.

Die Unbestimmtheit, welche noch in einigen Fundamentalpunkten
der Lehre von den bestimmten Integralen herrscht, néthigt uns,
Einiges voraufzuschicken iiber den Begriff eines bestimmten Integrals
und den Umfang seiner Giiltigkeit.

b
Also zuerst: Was hat man unter j f(z) dx zu verstehen?

und sein Integral
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Riemanns Integralbegriff

reo« \NMas war der Anlass fur seine
Neudefinition des Integrals?

ro« \Wie hat er das Integral definiert?

o« \Wie ist seine Definition in Schule
und in Software verwirklicht?

o« \Was kann mit seiner Definition nun
bewaltigt werden?

Lo« Fazit
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Uber die Darstellbarkeit einer Function

durch ein trigonometrische Reihe
Habilitationsschrift 1854

Der erste Teil gibt einen Uberblick tiber die Geschichte
der Wellen-Differentialgleichung,

v, 4

j=a’y" G

I

mit der sich d'Alembert, Euler und D. Bernoulli
um die Mitte des 18. Jh. befassten.

I (x,t) =sin(krx)cos(kra(t— [))
ist eine Losung.
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Uber die Darstellbarkeit einer Function

durch ein trigonometrische Reihe
Habilitationsschrift 1854

Damit sind aber auch Summen ka (x,1)

.. k
Ldsung von y — Qz y"

So entsteht der Zusammenhang mit den
trigonometrischen Reihen:

Fx)="2 + Z (ay, cos(k wx)+ by, sin(k @ x))
k=1
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Uber die Darstellbarkeit einer Function

durch eine trigonometrische Reihe
Habilitationsschrift 1854

Fx)="2 4 Z(ak cos(k wx)+ by sin(k wx))
k=1
Es geht also um Fourier-Reihen.

Fourier entwickelte die Theorie zur
Darstellung periodischer Funktionen 1807
Im Zusammenhang mit einer
Untersuchung zur Warmeleitung.

Fourter, Jian Bagtist Joseph

1768-1830
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“ Exkurs Fourier-Reihen “

Mit ihnen konnen gewisse periodische Funktionen
durch trigonometrische Reihen angenahert werden.

-4 2 0 2 4

Aber woher hat man
die Koeffizienten? —

I NéherungsMn sind fur diese Zackenfunktion gezeichnet.

[_ :lrg’ - :cg] [_ ,fz u], [_ﬁ’ ﬁ]’ R [_ zsl-ﬁ:cz’ 1 zsl-ﬁnz]’ [_ﬁ’ ﬂ]’ [_ 491-618’ 491-ﬁ:r2 ’
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“ Exkurs Fourier-Reihen “

f(x)= =0 4 a;cos( wx)+bsin( wx)

a, cos(2wx)+ by sm(2 wx)

azcos(3wx)+bysm(Bwx)+......

' it Also: woher hat man die Koeffizienten?

J ay ;:%jf(x)cos(ka)x) dx
| T

=2 j £(x)sin(k @ x) dx

4 -3 -2 -1 0
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Uber die Darstellbarkeit einer Function durch
ein trigonometrische Reihe Habilitationsschrift 1854

Riemann zieht das Fazit:

Die Frage iiber die Darstellbarkeit einer Function durch eine tri-
gonometrische Reihe ist also bis jetzt mur unter den beiden Voraus-
setzungen entschieden, dass die Function durchgehends eine IntegratiO_n
zuliisst und nicht unendlich viele Maxima und Minima hat. Wenn die
letztere Voraussetzung nicht gemacht wird, so sind die beiden Integral-
theoreme Dirichlet’s zur Entscheidung der Frage unzulinglich; wenn

aber die erstere wegfillt, so ist schon die Fourier’sche Coefficienten-
bestimmung nicht anwendbar.

Gegeben sei eine periodische Funktion f, Periode T.
Wenn .« f durchgehend integrierbar ist (im Dirichletschen Sinne)

n
und [ es gibt eine Stammﬁ

 f nicht unendlich viele Extrema im T-Intervall hat,

dann kann f in eine Fourierreihe entwickelt werden.
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Riemann und sein Integral

Also schiebt Riemann ein
Kapitel in seine Arbeit ein:

Ueber den Begriff eines bestimmten Integrals und den Umfang
seiner Giiltigkeit.

4.

Die Unbestimmtheit, welche noch in einigen Fundamentalpunkte
der Lehre von den bestimmten Integralen herrscht, néthigt uns
Einiges voraufzuschicken iiber den Begriff eines bestimmten Integra
und den Umfang seiner Giiltigkeit.

5
Also zuerst: Was hat man unter j f(z) dx zu verstehen?
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:
Also zuerst: Was hat man unter j f(x) dz zu verstehen?

Yol Riemann wahlt eine beliebige
ik G Zerlegung D des Intervalls
% ? [a,b].

Dann bildet er mit der Ordinate

‘ / je einer beliebigen
7% : .
% Zwischenstelle jedes
! / Teilintervalls ein Rechteck
: e e Z ——= und summiert uber alle diese
" / x  Rechtecke.

Diese Summe heil3t Riemann-Summe der
Zerlegung D und der Zwischenstellen.
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:
Also zuerst: Was hat man unter ‘j f(x) dz zu verstehen?

Yol Dann wird die Zerlegung
o verfeinert, so dass die

% ? maximale Teilintervalllange

gegen 0 geht.

Wenn dann unabhangig von

der Wahl der Zerlegung und

der Zwischenstellen die

N

0 1 t i : ! = Riemann-Summe
5] / xeinen Grenzwert hat, so heil3t
dieser 5
Anderenfalls hat das Symbol
keine Bedeutung. Iﬂ f(l') dx
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|| QOriginaler Riemann-Text: Habilitationsschrift 1854 ||

Um dieses festzusetzen, nehmen wir zwischen ¢ und b der Grosse
nach auf einander folgend, eine Reihe von Werthen z,, %5, ..., 2,1
an und bezeichnen der Kiirze wegen 2, — @ durch 9d,, 2, — 2, durch

03, .., b — 2,3 durch &, und durch & einen positiven dchten Bruch.
Es wird alsdann der Werth der Summe

S==0,f(a+ &0,) + 0 f(z, + &0;) + 0 f(z; + & ;) 4 - -
‘]‘ an f(xn—-l "I" Snan)
von der Wahl der Intervalle 0 und der Grissen & abhiingen. Hat sie
nun die Kigenschaft, wie auch 0 und & gewdhlt werden mdgen, sich
einer festen Grenze A unendlich zu néhern, sobald simmtliche J un-

b
endlich klein werden, so heisst dieser Werth J f(z)dz.

b
Hat sie diese Eigenschaft nicht, so hat ‘/ f(x) dx keine Bedeutung.
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“ Riemannsche Summen in der Lehre “

GeoGebra MuPAD

RiemannUpper: 26.46

RiemannLower: 21.54
o | integral: 24.00
jr | 8
Die eben definierte
o2 n e Riemann-Summe

liegt sicher zwischen der Untersumme und der Obersumme
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‘ Riemannsche Summen in der Lehre “

i | | MuPAD

g_-

Man bestimmt bei
fortschreitender
__ ; Verfeinerung die
/ Cs 4 L T Riemann-Summe.

6__

4 1+

X

Strebt sie keinem Wert zu, ist die Funktion nicht
Riemann-integrierbar.
Strebt sie aber einem Wert zu, muss man noch irgendwie

absichern, dass derselbe Wert auch fur alle anderen
Zerlegungen und fur alle Zwischenwert-Auswahlen Grenzwert

der Riemann-Summeist. = ©
ein harter Anspruch!
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“ Notwendiges und hinreichendes Kriterium

Bei gegebener Zerlegung betrachtet Riemann:

endlich klein werden, convergirt. Bezeichnen wir also die grosste
Schwankung der Function zwischen a und z,, d. h. den Unterschied
ihres grossten und kleinsten Werthes in diesem Intervalle, durch D,
zwischen #; und z, durch D, ..., zwischen z,_; und b durch D,,
SO muss

a11}1 =+ 521)2 ey

mit den Grossen & unendlich klein werden. Wir nehmen ferner an,
HiemannLower: £1.54

s die gréte Schwankung
5 jedem Streifen....
il die hier gelb sichtbaren
i Rechtecke sind zusammen
27 gerade der Unterschied
o . | i ~ zwischen Obersumme und
ot 8 Untersumme.
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“ Notwendiges und hinreichendes Kriterium

f sei beschrankt, dann gilt: Das Integral existiert genau dann,
wenn sich der Unterschied der Ober und Untersummen durch
Verfeinerung der Zerlegung unter jede Schranke drucken lasst.

Bei stetigen Funktionen werden auch die Hohen der gelben

Rechtecke beliebig klein. Liegen aber (endliche)

Sprunge vor, wird die

emma e 20 5 Flachengrolde durch kleine
o | Integral: 24.00 Breite der Rechtecke unter
B jede Schranke gedruckt.
el Also ist es nun doch
1 gerechtfertigt zu sagen:
2 © _
B ALl .|| Riemannsche Ober-
JROE R 4w und Untersummen
eigentlich beliebiege Zerlegung d
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“ Besondere Funktionen vom Dirichlet-Typ “

o 0 fiir xell \[J U{0,1} | MUuPAD
X) =+
1 fiir x=2£ als gekiirzter Bruch =
L4 9

: Die Funktion ist an allen

| f ~rationalen Stellen

0“1 unstetig und an allen

T N irrationalen Stellen stetig.

+ FUr das letztere gibt Hischer
| (->Lit.) ein schlauen Beweis.

= || Riemann-integrierbar.
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“ Satz, hinreichendes Kriterium “

Das mundet in dem Satz:

Ist f beschrankt und die Menge der
Unstetigkeitsstellen vom Malde 0, dann ist f
Riemann-integrierbar

Riemann-integrierbar.

)
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“ Was das Riemann-Integral leistet “

Zitat: ,...Da diese Funktionen noch nirgends betrachtet
sind, wird es gut sein, von einem bestimmten Beispiele

auszugehen.” 1 — round(n x)
J(x) = Z
n
y SREEEERE ﬂ Riemann-integrierbar.7
GeoGebra 4 7 J
MuPAD 021 »v’f"’%fé

| % j

= -niﬁn=l=l=l=l=élﬁlﬂl:I:I:I:

0.0 0.1 b2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.5 1.0
X
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Welche Funktionen werden durch trigonometrischen
Reihen definiert?

zur Darstellbarkeit hinreichende ausgewdhlt werden. Wihrend also
die bisherigen Arbeiten zeigten: wenn eine Function diese und jene
Eigenschaften hat, so ist sie durch die Fourier’sche Reihe darstell-
bar; miissen wir von der umgekehrten Frage ausgehen: Wenn eine
Function durch eine trigonometrische Reihe darstellbar ist, was folgt

daraus tiber ihren Gang, tiber die Aenderung ihres Werthes bei stetiger
Aenderung des Arguments?

Integral
. 2n 41
sin (& —1) 1 ' ¢
it . jetzt wird's
R ; it i :
i (FO—Ct—8)—5 o (t) dt wild!
b
mit wachsendem » zuletzt unendlich klein wird. Man iiberzeugt sich O
aber leicht durch partielle Integration, dass O
/ sin“jl(m—t) ©
ad
¢ sin‘z:_.__t
i i tt 2
2—;.] (O £+ A° g) - — o (t)dt,
b

wenn 7 unendlich gross wird, gegen A, convergirt, wodurch man
obigen Satz erhilt.
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m Was ist da fur die Mathematik-Lehre sinnvoll? "

Lohnend sind Beispiele, die ahnlich aussehen und
dennoch ganz andere Resultate haben

nx— round(n x) eben war im Nenner ein

f(x)= Z Quadrat
n=l

n
nun haben die

: Reihenglieder alle die
Steigung 1

-t LT "+ die Sprunghéhen

T 0 sind 1n l
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“ Die Unvollstandigkeit des Computers erzwingt Theorie

T Die Summe der
sl I Sprunghéhen
/W/M f / i divergiert also mit
o2 / "M/A . der harmonische
! "Y1 Reihe.

et . 1 Die Sprungstellen

"« liegen dicht.

Nur well diese so langsam divergiert, kann man hier

uberhaupt noch etwas sehen. (7000 Summanden)

Die Funktion ist in jedem noch so kleinen Intervall

unbeschrankt und daher nicht integrierbar.
—7— ]

Bspl. von Riemann =
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“ Wirlkich frei gegebene trigonometrische Reihen

Who is Who? @
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“ Potential fur das Lernen “

GeoGebra MuPAD |

re« Erfinden, Finden oder Variieren

re« Erkunden mit Werkzeug

e« Fragen stellen

s« Theoretische Uberlegungen nach Kraften
rwe Dieses wieder mit Werkzeug prufen

e+ Ergebnis und Weg dahin dokumentieren

rw« Anschlussfragen stellen, weiter forschen
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“ Lehren fur Lehrer “

GeoGebra MuPAD

e« Auch selber kreativ sein
e« Visualisierungen mit Werkzeug herstellen
re« Nicht Unproblematisches problematisieren

rw« Notwendigkeit von Argumenten aus der
Sache erwachsen lassen

rex Mathematik nicht als ehernes Gebaude
darstellen sondern als Prozess erleben lassen

Les Jnvollkommenheiten bei sich und den Lernenden
zulassen.

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de, Clausthal 2007 Folie 25



“ Hilfen fur Lehrer “

GeoGebra MuPAD

rwe Seite wortber man in Analysis reden kann
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“ Hilfen fur Lehrer “

GeoGebra MUPAD | g

rwe Seite wortber man in Analysis reden kann

res Seite mit Satzen zu diesem Thema i.w.S.

1

[8]+ In 3 --stetige-Funktionen-sind-Riemann-integrierbar-in- 3 .

[9] -+ Es-gibt:Riemann-integrierbare-Funktionen,-die-nicht-stetig-sind.--- Fkt.-(4), (7)1

[10]—-f-sei-beschrénkt-in-ﬁ.-Dann-gilt:-f-ist-genau-dann-Riemann-integrierbar-in-3:-wenn-
die-Menge-der-Unstetigkeitsstellen-vom-Male-0-ist.------ Fkt.-(4), (7)1

[11}-f-sei-beschrﬁnkt-und-monoton-in-S.-Dann-is‘cf Riemann-integrierbarin- 3 .

[12}+ [ -sei-beschréankt-und-habe- nicht-unendlich-viele-Extrema-in- 3 .-Dann-ist / Riemann-
integrierbarin- 3

[13}+Es-gibt-:Funktionen, bei-denen-sowohl-die-Stetigkeitsstellen-als-auch-die-Unstetigkeits-
stellen-dicht-liegen,-die-dennoch-Riemann-integrierbarsind.-----Fkt.-(4),- (7)1

[14}+Es-gibt:Funktionen-mit-:unendlich-vielen-Maxima-und-Minima-in- 3 ,-die-dennoch-Riemann-
integrierbar-sind.-.-----Fkt.-(4),-(7

[15}+Es-gibt-Funktionen-mit-in- 3 -stetiger-Stammfunktion,-die-dennoch-nicht-in- 3 -integrierbar:
Sind—— Fkt.-(12)]
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“ Hilfen fur Lehrer “

GeoGebra MUPAD | ‘

rwe Seite wortber man in Analysis reden kann
rees Seite mit Satzen zu diesem Thema i.w.S.

e« Seite mit Beispielen ._.__-..,n---f(x)—{o RN, e

1 fiir x eQ

g g(x) fiir xeR\Q
h(x) fiir x e Q
.aben- g -und- /1 -Beruhrstellen,-dann-ist- f --dort-sogar-diffr

{0 Jir xe R\Q U{0.1} NEL|
,zr): (e

- € -und- i -zwei-Funktionen-

5 fiir x= £ s gekiirzter Bruch

q q
PO [10],[13],[14] +++---ve-ooee oo Bild-

04
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Hilfen fur Lehrer
www.mathematik-verstehen.de

|:| Fraktale Geometrie Biﬁgraﬁsches ¥
-] Geometrie + Kindheit und Schulzeit am
E| ‘E Geschichte I Johanneum
Rl E'I i Etloeitia + Abitur am Johannewm
Alte Vislker * ‘Ev"nﬁsfenichafdlche
: twickhing
. Griechen =
{:I + Privates Leben und frither
""" ‘!r'.-1l‘l't-E|El|t-Er-F'rEE-EI'ItEI‘tI:}I'I
@ Tod
Mittelalter, mehr... % Das hier Folsends ist als Aukstz O0F

@ Abakus

E """ F Wurzel schriftlich

..... !PI gy ¢ IDas Riemannsche Integral Tl (¥ Fil%mn Einfis
..... i e da + Weiteres zur Integralrechmmg L]

E'I Zoldensner Schnitt
D Cardano, Gleichungen 3. # C}Erste Hm_ﬁﬁum‘kgﬁ 3

L Riemann (JZweiter Schritt der Hinfihning 7" 37

. +-{_ ]| Graphentheorie i O e

- El Ingenieurmathematik Fns T e

D Knotentheorie A

- Myptogaphie G"v’nﬂstﬁndige Funltion (mut F.echieck}'ﬁ- I

D Kurven, Analytische Geomet ﬁ:ﬂjeﬂlﬂm}f.che Funktion Tvp 1 ﬁlll'-mml {ETF"JF I-ﬂll'l'-mﬂ
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Bernhard Riemann

hatte den
Mut, die
Kraft und
die
Fahigkeit zu
einem ganz
eigenen
Kreativen
Weg.

{l|

Vielen Dank fiir lhre Aufmerksamkeit!
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