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Diskret verknotet

Knotentheorie und diskrete Mathematik
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Definition:
Ein mathematischer Knoten wird definiert durch
einen geschlossenen Polygonzug im Raum.
Er darf keine Doppelpunkte haben.

Erist ein topologisches Objekt,
die erzeugenden Punkte sind nicht wesentlich.

Ein
Knotendiagramm

J kann man zeichnen.

Erstellt mit der freien Software knotplot des Kanadiers Rob Sharein, www.knotplot.com
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®
Legen Sie selbst einen mathematischen
Knoten und zeichnen Sie sein
Knotendiagramm.

J
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B
Warum Knoten?

Die Knotentheorie bietet
e spannende,
* junge,

e reichhaltioe

anye,

Freuen
Sie sich
darauf!

« vernetzungsfahige
« kommunizierbare
« offene

H Nach dem Vortrag diskutieren
Mathematlk g wir mit Sachverstand.
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'\ Zeichnen und Reden

Ein Bogen (oder Strang)

reicht von einer Unterkreuzung zur néchsten.

Dieses Knotendiagramm hat
4 Kreuzungen und 4 Bbgen.
Dieses hat nur

3 Kreuzungen und 3 Bogen

«Diesen
Bogen
hochlegen!
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®
Orientierung, Handigkeit

Einen Knoten kann man orientieren,
indem man an einer Stelle eine Richtung nennt und
diese fur jeden Bogen fortfihrt.

Im orientierten Knoten
ist jede Kreuzung
rechtshéandig

« Der Daumen zeigt
in Richtung des oder
tberkreuzenden Iinksh'andig,

Bogens, die Finger
der abgewinkelten
Hand in Richtung
der unter-
kreuzenden Bégen

Rechte Hand, also Rechts-Kreuzung
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®
Orientierung, Handigkeit

Einen Knoten kann man orientieren,
indem man an einer Stelle eine Richtung nennt und
diese fur jeden Bogen fortfihrt.

Im orientierten Knoten

ist jede Kreuzung
I rechtshandig
\

oder
A

~ linkshandig.

Linke Hand, also Links-Kreuzung

«Der Daumen zeigt
in Richtung des
tberkreuzenden
Bogens, die Finger
der abgewinkelten
Hand in Richtung
der unter-

kreuzenden Bégen
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®
Handigkeit

Probieren Sie bei
lhrem Knoten aus,
welche Kreuzung
rechtshandig
und welche
linkshandig ist.

«Drehen und Wenden
nitzt nichts, die
verschiedene

Handigkeit bleibt.

linke Hand,
linkshandiger
Klebattknoten

rechte Hand,
rechtshandiger
Klebattknoten
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Mit Knoteninvarianten
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®
Wie kann man Knoten bewegen,

ohne sie wirklich zu verandern
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®
Erlaubt sind genau die Reidemeister-Bewegungen
Kurt Reidemeister 1932, einsichtig, aber Beweis nicht einfach.

Schlaufen aufdrehen

@ Bogen trennen

/ N

uberkreuzenden Bogen verlegen
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Eine Knoteninvariante
ist eine Eigenschaft eines Knotens,
die fur alle seine Knotendiagramme gleich ist.

Gute Knoteninvarianten,
die wir kennenlernen:

* Dreifarbbarkeit
« p-Etikettierbarkeit
* Alexander-Polynom

Keine Knoteninvarianten

» Kreuzungszahl

« Zahl der Bogen

» Wechsel von Uber- und
Unterkreuzungen

weitere Knoteninvarianten
+Jones-Polynom «Signatur

S +Conwaypolynom  «Entknotungszahl
*HOMFLY-Polynom
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Knoten Dreifarbbarkeit

Definition:
Ein Knoten heif3t 3-farbbar wenn sich eins seiner
Knotendiagramme nach folgenden Regeln einfarben

lasst, ohne dass er einfarbig ist.

1. Jeder Bogen hat zwischen zwei Unterkreuzungen eine
einheitliche Farbe.
2. Eine Kreuzung ist entweder einfarbig oder es treffen sich

genau drei Farben.
\ B
T TN

Kleeblatt
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®
Die Dreiférbbarkeit ist eine Knoteninvariante
B Ist ein einziges Knotendiagramm 3-farbbar, dann sind
alle Diagramme desselben Knotens 3-farbbar.

Der Beweis erfolgt dadurch, dass man zeigt, dass ein 3-farbiges
Knotendiagramm die Reidemeister-Bewegungen , iibersteht”.

L/ B
() &

Beweis ®

Der Beweis erfolgt dadurch, dass man zeigt, dass ein 3-farbiges
Kontendiagramm die Reidemeisterbewegungen ,lbersteht.

Man muss sich die gezeichneten Strange als Teil eines gréBeren Knotens
vorstellen. Ist der 3-farbbar, so ist er es nach der Bewegung immer noch. Gelingt
im grofRen Knoten der 3-farb-Versuch nicht, wird das durch die Bewegung nicht
repariert.

Weitere
Farbfélle
spater

Knoten Dreifarbbarkeit

1. Jeder Bogen hat zwischen zwei Unterkreuzungen eine
einheitliche Farbe.

2. Eine Kreuzung ist entweder einfarbig oder es treffen sich
genau drei Farben.

Ziffer8-Knoten
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Knoten Dreifarbbarkeit

1. Jeder Bogen hat zwischen zwei Unterkreuzungen eine
einheitliche Farbe.

2. Eine Kreuzung ist entweder einfarbig oder es treffen sich
genau drei Farben.

Ziffer8-Knoten «Start bei A einfarbig

« Start bei A dreifarbig

-erzwingt bei C dreifarbig erzwingt bei C einfarbig
serzeugt bei B und D Fehler  *alles einfarbig
+Ende *Ende

Es gibt keine Alternativen mehr.
Also:
N,
Der Ziffer-8-Knoten ist nicht drelfarbbar D e

i
o~
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®

Knotenzusammensetzung

W Ein Knoten hei3t ,zusammengesetzt‘, wenn er durch Aufschneiden
an zwei passenden Stellen in zwei Knoten zerféllt, die nicht die
Unknoten sind.

B Knoten die nicht zusammengesetzt sind, heiRen Primknoten.

TS 0QO) o
<§i§2%%g%mm
RS B oae .
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®

Knotenzusammensetzung und Dreiféarbbarkeit

Wenn
Teilknoten

fir sich genommen
\/ dreifarbbar ist,

dann
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®
Knotenzusammensetzung und Dreiféarbbarkeit

Wenn wenigsten
einer der Teilknoten
fir sich genommen
dreifarbbar ist,

dann

ist der zusammen-
gesetzte

Knoten
dreifarbbar.

3.1 7.7
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®
Funffarbbarkeit p-Etikettierbarkeit

W Farbnummern 0,1,2,3,4. M Farbnummern0,1,2,..., p-1.
B An jeder Kreuzung B An jeder Kreuzung
mit x oben, y und z unten mit x oben, y und z unten
gilt: gilt:
2x-y-z=0 mod 5 2x-y-z=0 mod p
A
% 2 Definition
Ein Knoten heil3t p-etikettierbar,
wenn man seine Strange so
z beschriften kann, dass an jeder
E Kreuzung obige Gleichung gilt.
5 C Dabei darf er nicht einfarbig sein.
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®
Flnffarbbarkeit p-Etikettierbarkeit
B Farbnummern 0,1,2,3,4.  ® Farbnummern 0,1, 2,..., p-1.
B An jeder Kreuzung B An jeder Kreuzung
mit x oben, y und z unten mit x oben, y und z unten

gilt: gilt:
2x-y-z=0 mod 5 2x-y-z=0 mod p
A
% 24-+-3=-3 =0
z P
2 (> p=3
€ C 23-u-2:=3zp

N 3 (=2 p=3
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®
Eigenschaften der p-Etikettierbarkeit
AN 4 Rx-y—ezo
Eine Kreuzung darf einfarbl’gysein. denn

/y X=Yy=¢ = 2 X=X-X=0

Eine nicht einfarbige Kreuzung hat genau 3 Farben.

Beweis:
X=y=>2X-y-2=2Xx-Xx-2=X-2=0=x=2
P p
y=2=2Xx-y-2=2x-2y=0<2(x-y)=0 < x=y
p P pprim p

Bei Gleichheit zweier Farben ist die Kreuzung sofort einfarbig.
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Die p-Etikettierbarkeit ist eine Knoteninvariante

M Ist ein einziges Knotendiagramm p-etikettierbar, dann
sind alle Diagramme desselben Knotens p-etikettierbar

Der Beweis erfolgt dadurch, dass man zeigt, dass ein p-etikettiertes

Knotendiagramm die Reidemeisterbewegungen , iibersteht.
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B
Beweis

@" LN WX oymexEy
y@ ") ut

Z)( -y—2 =0
_ L_ZX —Zz-U=0
-y =0

@ *« VAR = V=K
)

2( (") Die Reidemeisterbewegungen
\Q’ 1 und 2 berihren die

p-Etikettierbarkeit nicht.
/ N
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AZx=y-V=0 V=AY
B2x—2—w=pt>w=2x -2
CAV-W-U=0=>u=2v/-w

2 ®
T N %
%
WE Sy

Wenn der Knoten
p-etikettierbar ist, gelten
diese Gleichungen
modulo p.

Ist t so wahlbar, dass auch die folgenden Gleichungen gelten?

Wenn der Knoten
p-etikettierbar ist, gelten
diese Gleichungen
modulo p.

A Zx-—y— V=2 0= VRx—Y

B 2x—& w=pe>w=2x -2

CAV-W-l=0/=> u_:ZI/—
;oelﬁzzgen Gleichungen — ZX“ZY +£

D2y -2-t=p =>¢=

E 2x-u-t=0
Flx-y~-V=0(=

” Ist t so wahlbar, dass auch die

v/ /% ® v / v/ /% ® Y /
eis \A P eis \A D
&= S &= R
/Y —> Xb;‘i" ~ /Y —> Xb;/‘ <

Wenn der Knoten
p-etikettierbar ist, gelten
diese Gleichungen
modulo p.

A ZX—y— V= 0= VY
B 2x—& w=pe>w=2x -2
CAV-W-U=0:=>u=7v-Ww

l{lstt so wahlbar, dass auch die =U x- 2\/ '-ZX'TZ 50 Lo f‘

follgenden Gleichungen — ZX“ZY +£ 0L l

gelten?

D2y -2-t=p =>t= Zyvz—[(ﬁ—(d——%
F 2x-uU-t=2 = -t:Zx——Q:Z)(foJ—ZY‘?_':Zy-E
Flx-y-V=0 4 gL

®
Ist ein 5-Torus-Knoten 5-etikettierbar?
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4 2-2-0z0 E O-4-4="52Z0
B 4-3-1=0
C 6 — L{‘Z,:D Alle Gleichungen sind erfiillt.
- 7 = 27— = Also:
D & 0 -3 = 3=0 Der 5-Torus-Knoten ist 5-etikettierbar.

®

Ist ein k-Torus-Knoten p-etikettierbar?
Ein k-Torus-Knoten

ma p-etikettierbar
Lo =
— e AL

K -4 k-A

S

N9 _ =0 —=> Kk =0 kvon p geteilt wird,
MN-2-k 50 & °

L= (i+4) i 1) 20 wvrp

Lk =a (k- ) l?k 0

Sinnvoll fiir: k ungerade, sonst ist es eine Verschlingung, : k grofser als 1, sonst ist es der Unknoten,

Der p-Torus-
Knoten ist

p-farbbar.




Kann man so allgemein auch andere Knoten untersuchen?

Farbbarkeitsmatrix Matrix des modularen Gleichungssystems

2 -1-10 0 0 X
-1 0 2 -1 0 0 b
-2 0 0 2 -1 0|, r]
mé=| " 5, g g _i _1|iDetlfmse] i
0 -1 0 -1 0 2
00 -10 2 -1
[l 3
W
2 -1-10 0 y \
-1 0 2 -10
fmredé=|-1 0 0 2 -1|: Det[fmred6] ¥
0 2 0 0 -1 [
0 -1 0 -1 0
-13

Kretschmarknoten

Nur die Primteiler dieser Determinante kommen fir die p-Etikettierbarkeirt infrage.
Hier ist die einzige Maglichkeit p=13
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®

Die Primfaktoren der (red.) Determinante sind méglich p.

Losung des modularen Gleichungssystems
Reduce[{Mod[2x - ¥ -2z, p6] == Mod [0, p&l, K
Mod[-x+2z-u, p6] == Mod[0, pé&l,
Mod[-x+2u-v, pé] == Mod [0, D6], A
y

p "
Mod[-v+2y-w, pb] W
Mod[-y¥+2w-u, p6] == Mod [0, p6],
Mod[-z+2v-w, p6] == Mod [0, pé] i
¥y, {x, ¥, 2, 0, v, w}, Integers]: /\ v
L

Fur p6=13 ergeben sich viele Losungen,
fur andere Werte kommt ,einfarbig“ heraus. 4

Zum Beispiel Ausschnitt aus Losungen (Mathematica) bei 3-Farbbarkeit:
($=2-3C[11 68V =3CI2) &82=1-3C(3] 60 =3C[4] 8LV =1-3CI[5] £&w =

2.3C[1]&8y=1+3C[2] 862 =3C[3] s6u==1+3C[4] &&v -
(Xx=2-3C[1] 88V =2-3C(2] 862 =2-3C[3) 86u=2-3C[4) 86V =2-3C[5] 8&w=2-3C[&]}),

(=
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®

Proben sind leicht durchfiihrbar, auch von Hand.

Probe einer Lésung des
modularen Gleichungssystems

« Hier ist eine der von
Mathematica
vorgeschlagenen
Lésungen eingetragen

{Med[2x-y-2, p6] == Med [0, pE], O
Mod[-x+2z-u, pé Mod [0, p6],
Mod[-x+21u-v, p6] == Mod [0, p6], o
Mod[-u+2v-w, p6] == Mod [0, P6],

Mod[-y+2w -V, p6] == Mod [0, P6], °
Mod[-z+2y-w, p6] == Mod [0, p6]} /. {(x32, y+1,z+0,us1, v+0, w2}

{True, True, True, True, True, True}
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®
Alexanderpolynom als Knoteninvariante

Die Alexandermatrix wird so aufgestellt:
*Der Knoten wird orientiert.
*Kreuzungen und Bogen werden
beschriftet
» Werte fir die Bogen werden
I in der Zeile der Kreuzung eingetragen.

E {—,V
Ny \

e A/t 0 0 1-t 0 -1
a —4]1- *a 1i-t 0 0 -1 t 0
At Rech 3‘ t -11-t 0 0 0
: echts 'l oo1-t 0 0t -1
Limks Lot -1 0 0 1-t
0 0 -1 t 1-t 0
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®
Alexanderpolynom als Knoteninvariante

Die Alexandermatrix wird so

ausgewertet:: t 0 0 1-t 0 -1
. L - ) 1i-t 0 0 -1 t 0
*Eine beliebige Zeile wird gestrichen t —11—-t 0 0 0
*Eine beliebige Spalte wird gestrichen porr o 0 r L
«Vorn dieser reduzierte Alexandermatrix\ ¢ 0 -1 t 1-t 0

W'.rd die Determinatne berechnet. Dadurch emstent die reduzierte Alexandermatrix
*bei dem enstehenden Term vont  s1mesx

wird die héchstmégliche Potenz 5

0 1-=t0)
von t ausgekammert. e S
« Das verbleibende Polynom g 1 i t ul g 1

(Absolutglied ungleich Null)
Ihve Determinanta ist das Alexanderpalynom
linalg: :det (almex)

-
T

ist das Alexanderpolynom

i
—tass.Podaan
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®
Alexanderpolynom als Knoteninvariante

Die Alexandermatrix wird so

ausgewertet:: t 0 0 1-t 0 -1
. . - ) 1i-t 0 0 -1 t 0
*Eine beliebige Zeile wird gestrichen t —11—-t 0 0 0
*Eine beliebige Spalte wird gestrichen porr o 0 r L
*Vorn dieser reduzierte Alexandermatrix\ ¢ 0 -1 t 1-t 0

W'.rd die Determinatne berechnet. Dadurch emstent die reduzierte Alexandermatrix
*bei dem enstehenden Term vont  s1mesx

wird die héchstmogliche Potenz P T O
von t ausgekammert. 1'l "1 aur ul G
« Das verbleibende Polynom o e G

(Absolutglied ungleich Null) W B RL B0

ist das Alexanderpolynom
t*-3t345t2-3t+1

Ihve Determinanta ist das Alexanderpalynom
linalg: :det (almex)

5 i
F-t3ss.P-d.34t

|| Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, www.mathematik-verstehen.de, Folie 35 H




® ®
Alexanderpolynome der ersten Primknoten Alexanderpolynome mit CAS Taschenrechner

A LA i Alexander-Polynome  Knotentheorie Haftendomn, April 2011

& P-4l

W lired
8 H-Pef-te] - o 1. Bezeichne alle Kreuzungendes Knotens k1, k2, ....
Der By H-m42 - ¥ e 2. Bezeichne alle Bogen des Knotens mit mit Nummern
Kretzschmar- 6 W-B42 e + 3. Richte eine Matrix ein mit nXm n= Zahlder Kreuzungen m=Zahlder Knoten
Knoten kann [ ST ¥ P [
allenfalls PR o s I 1 0 0 0 == 1 0 0 0
ﬁi::gn dor T BefaepoPegd sl ] L1+ ¢ 00 0 1 1+ ¢ 00 0
6.3, sein. T2 W43 - T aex:= 1 0 1=t 00 0l 0 00 0 b0 ] Jede Zeile steht fur eine
Ty W oS30 -4 e : 0 0 110 ¢ 0 0 1410 ¢ aex
Tao A bl 0O 1t 0 0 ¢ -1 0 1=t 0 0t -1
Ta Charles Livingston 0 t 1 001~ [0 ¢ 1 00 1+ e 1 eo0 0
t* —3t3+5t2-3t+1 % ¢ Knotentheorie fur Einsteiger Kreuzung, jede Spalte fur einen Bogen N
T Braunschweig 1995, Vieweg 4. Beschrifte die Matrix entsprechend den Regeln. o oo
8 3t -Teed 0 1= 0 ¢ 1
L L ATT AT e 5. Kopiere die Matrix, streiche eine Zeile und eine Spalte 0 ¢ 00 1+

6. Bestimme die Determinante der Restmatrix, das ist das Alexar|

8 Al -9i+4 N N \
8wt B -5t s2 ) det(alex2) » #1242 3.1 2)
By -3 A 54 4 B 7. Klammere t* aus. —> reduziertes Alexanderpolynom.|
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{ 1 . L. . . P .
w & «Zopfe haben n+1 Striange *Z6pfe konnen in einer standardisierten Weise
«zwischen zwei benachbarten Stréangen gechl.ossen werden. (Platz fir Platz)
kann eine Kreuzung von rechts (Kleinbuchstabe) .Bize\l/:g%ﬁ?:nuﬁnoéﬁn
oder von links (GroRBbuchstabe) erfolgen. gung
x « Es gibt damit ein Alphabet von 2 n Zeichen
‘ E} « Es entstehen Zopfworte.
*Diese bilden eine unendliche Zopfgruppe Es gibt einen Satz: h
im algebraischen Sinn). Lo -
(, . 9 . X ) o Jeder Knoten kann in einen Zopf
«Sie ist nicht kommutativ, hat aber Fernkommutativitat verwandelt werden
[ und andere interessante Eigenschaften '
Die Hoffnung, damit die Knoten vollstandig
beschreiben zu kénnen, hat sich nicht erfillt.
|| Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de, Folie 38 H || Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de, Folie 39 H

B
Warum Knoten? Vielen Dank

fiir Thre hematik seh
Aufmerksamkei! Mathematik sehen

Hal

Die Knotentheorie bietet
e spannende,

Vielen Dank

. junge, far thre Sie finden alles bei
e reichhaltige, Aufmerk- www.mathematik-

« vernetzungsfahige samkeit verstehen.de

« kommunizierbare Bereich: Knotentheorie

- offene
. . Spektrum Akademischer Verlag /Springer

M ath e m a.tl k Nach dem Vortrag diskutieren |SBN 978 8274 2044 2
wir mit Sachverstand. www.mathematik-sehen-und-verstehen.de
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