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Spiel mit unsymmetrischer Munze
Anton und Berta werfen eine unsymmetrische Minze mit P(Kopf)=p. Wennn Kopf fallt,
zahlt Anton an Berta

1€ anderenfalls bekommt er 1 € von Berta. Beim Start hat Anton 4 € und Berta 2 €, das
Spiel endet,
wenn einer von beiden Pleite ist.
Spezielle Untersuchung dieses Spielbeispiels aus dem Buch:
Die Ubergangsmatrix ist dabei aufgebaut nach den Zusténden in Antons Geldtasche.
Insgesamt existieren im Spiel 6 €, also Zustande 0,1,2,3,4,5,6 fir Anton. Ebenso ist
es fur Berta. Die 1en in der Matrix signalisieren, dass Anton aus dem Zustand
0 € und aus 6 € nicht wieder herauskommt.
Gliederung:
. Modellierung mit Ubergangsmatrix,
. Durchfihrung far p=1/2.
. Durchfiihrung far p=0.3.
. Ausprobieren, wann das Spiel trotz Start mit 4 € gerecht ist.
. Weitere theoretische Untersuchung
. Bestimmung des Erwartungswertes der Spieldauer.

6 a) fur p=0.3

6 b) Prozedur und Ausprobieren mit mehreren p.
7. Eigenvektor
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1. Modellierung

Das Spiel startet in Zeile 5, er hat namlich 4 €

SPQ:=matrix([[1,0,0,0,0,0,0],
[¢,0,p,0,0,0,0],
[OIqIOIpIOIOIO] 14
[OIOIqIOIpIOIO] 14
[OIOIOIqIOIPIO] 14
[ololololqlolp] 14
[0,0,0,0,0,0,111):

OO WN =

(1000000\
qO0p0000O
0qO0p0O0O
00qO0po0O
000q0pOo
0000qO0DPp
0000001)
delete p,q:p,q
P> q

SP:=SPQ|g=1-p

1 0 0 0 0 00
I-p 0 p 0 0 00
0 1-p 0 p 0 00
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2. Sonderfall: Spiel mit Ublicher Minze
//p:=0.5; gq:=1-p;
SPD:=SP|p=0.5

1 0 0 0 0 O
05 0 05 0 0 O

0 0. .

0 0 05 0 05 0

0O 0 0 05 0 05

0O 0 0 0 05 0 05

O 0 0 0 0 0 1

SPD*2

1 0 o0 o0 o0 o0 0

05 025 0 025 0 O O
025 0 05 0 025 0 O

0 025 0 05 0 025 O

0 0 025 0 05 0 0.25

0O 0 0 025 0 0.25 05

o o0 o o0 o0 o0 1

SPD*30
1 0 0 0 0
0.828878846 0.002227243967 0 0.004454487003 0
0.659984936 0 0.006681730971 0 0.006681730039
0.491091026 0.004454487003 0 0.008908974007 0
0.326651603 0 0.006681730039 0 0.006681730971
0.16221218 0.002227243036 0 0.004454487003 0
0 0 0 0 0

Man sieht noch nicht so recht, dass nur in der ersten und letzten Spalte grollere
Wahrscheinlichkeiten Gbrigbleiben.

Die Nullen sagen, dass man in Schritt 30 den entsprechenden Zustandsibergang nicht
machen kann.

float (SPD*501)

1.0 0 0 0 0 0 0
0.8333333333 0 1.45631679 - 10~ 32 0 1.45631679 - 10~ 32 0 0.1666666667
0.6666666667 1.45631679 - 10~ 32 0 2.91263358 - 1032 0 1.45631679 - 10~ 32 0.3333333333

0.5 0 2.91263358 - 1032 0 2.91263358 - 1032 0 0.5
03333333333 1.45631679- 10~ 32 0 2.91263358 - 10 32 0 1.45631679 - 10~ 32 2.6666666667
0.1666666667 0 1.45631679 - 10~ 32 0 1.45631679 - 10~ 32 0 0.8333333333

0 0 0 0 0 0 1.0

Beim Start in Zustand 5 (mit 4 € ) wird bei p=1/2 Anton also mit 33,333%
Wahrscheinlichkeit in Zustand 1, (d.h 0 €) landen, also verlieren.



Wahrscheinlichkeit in Zustand 1, (d.h 0 €) landen, also verlieren.
start:=matrix([[0,0,0,0,1,0,0]]): start*SPD*500

(103333333333 0 2.91263358-10">2 0 2.91263358-1032 0 0.6666666667 )

HAHH R R R R R R R R
2. Durchfuhrung fur Kopf-Wahrscheinlichkeit 30%.

delete p:
(SP3:=SP|p=0.3)

1 0 0 0 0 O
0.7 0 03 0 0 O
0 07 0 03 0 O
0O 0 07 0 03 0
0O 0 0 0.7 0 03
O 0 0 0 07 0 03

=R ]

0 0 0 0 0 0 1
(SP3) *k $k=2..3

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0.7 021 0 009 0 0 0 0847 0 0126 0 0027 0 0

049 0 042 0 009 0 0 049 0294 0 0.189 0 0.027 0
0 049 0 042 0 009 0 [, 0343 0 0441 0 0.189 0 0.02
0 0 049 0 042 0 0.09 0 0343 0 0441 0 0.126 0.0¢
0 0 0 049 0 021 03 0 0 0343 0 0294 0 036
0 0 0 0 0 o0 1 o o0 o o o o0 1

Man sieht noch nicht so recht, dass nur in der ersten und letzten Spalte grollere
Wahrscheinlichkeiten Gbrigbleiben.

TH:=start*SP37100

(0.8214163529 0 0.0000000001081369864 0 4.634442274-10~ 1 0 0.1785836469 )

Beim Start in Zustand 5 (mit 4 € ) wird bei p=0.3 Anton also mit 82,1% Wahrscheinlichkeit
in Zustand 1, (d.h 0 €) landen, also verlieren.
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4. Die Frage ist, Welche Kopf-Wahrscheinlichkeit gerade diesen Vorteil

ausgleicht.
Experimentelle Losung:

(SP4:=SP|p=0.4) :
start*SP4+1000

(0.6090225564 0 3.477839046-10~ ' 0 2.318559364-10~ > 0 0.3909774436 )

(SP4:=SP|p=0.44) :
start*SP421000
(10.5003842497 0 1.529975445-10~%0 0 1.202123564-107%% 0 0.4996157503 )

3

(SP4:=SP|p=0.440137) :
start*SP4+1000

(10.500000108 0 1.580935707-10"%0 0 1.24285459.10% 0 0.499999892 )



(10.500000108 0 1.580935707-10"%0 0 1.24285459-10% 0 0.499999892 )

Mit etwa p=44% fur Kopf sind bei dieser Startgeldaufteilung die Chancen fur beide etwa
gleich.
Dieter Riebesehl hat berechnet

pgleich:=(2*sqrt(2+sqrt(5))-1-sqrt(5))/2; float(%)

R

0.4401370385

HHHHHHHH R
5. Weitere theoretische Untersuchung, Buch Waldmann, Stocker: Stoch.
Prozesse

delete p:
SP*8

1

( p-(p-1*=p+3-p>-(p-D*+2-p> (p-D*- (p-(p-1D2-p+1) +1

(p-DX-p-(p-1*-2-p> (p-1°-4+5-p>- (p-1*-p-(p-1*-2) - (p-1)?
—p-17-p*(p-17-6-p-p-1>-(p-(p-1)*-p+1)-3
p-D*+5-p>- (p-D°-p-(p-1D*-p-(p-1*-2)-(p-1)*-4

\ (p—1)4-(13-(13—1)2—0p+1)+3-p-(p—1)6

Fir das Element sp51 von SPA8 schlagt das Buch  vor:

expand ( (1-p) *4+4*p* (1-p) *5+13*p*2* (1-p) *6) ;

expand ( (SP*8) [5,1]); /* meins */

expand ( (start*sSpP~8) [1]); /* meins */

13-p°—p’-78+191-p®—p>-240+156-p* - p*-42-p*+1

13-p8—p’-78+191-p®—p>-240+156-p* - p*-42-p*+1

13-p8—p’-78+191-p®—p>-240+156-p* - p>-42-p* +1
und das ist dasselbe.
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6. Bestimmung der Erwartungswerte
Zunachst fur p=0.30

n:=80:
pkg:=((SP3%k) [5,1]+(SP37k) [5,7] )$ k=1..n

0, 0.09, 0.09, 0.3679, 0.3679, 0.589429, 0.589429, 0.73874719, 0.73874719, 0.834866182¢

Dies sind die Wahrscheinlichkeiten , dass bis zum k-ten Schritt bei Start mdit 4 € ein
Endzustand erreicht ist.

pkgd:=pkg[i] -pkg[i-1] $i=2..n

0.09, 0.0, 0.2779, 0.0, 0.221529, 0.0, 0.14931819, 0.0, 0.0961189929, 0.0, 0.0609851575,



0.09, 0.0, 0.2779, 0.0, 0.221529, 0.0, 0.14931819, 0.0, 0.0961189929, 0.0, 0.0609851575,

Dies sind ab i=2 die Wahrscheinlichkeiten, dass das Spiel nach genau i Schritten einen
Endzustand erreicht hat.
In einem ungeraden Schritt kann man den Endzustand nicht erreichen.

nops (pkgd) ;
sum (pkgd[i] ,i=1. .nops (pkgd))

79
0.9999999843

Die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten ist annahernd 1.

Damit liegt eine Verteilung der Zufallsgrofie Spielzeit vor.

Der Erwartungswert wird berechnet, indem man mit die Werte der Zufallsgré3e mit den
Wahrscheinlichkeiten, mit denen sie angenommen werden, multipliziert und diese
Produkte addiert.

erw:=sum( (i+1) *pkgd[i] , i=1l..nops(pkgd));
7.321243956

Bei p=0.3 ist das Spiel im Mittel nach 7.3 Wurfen zuende.

delete p:
erwart:=proc (pp,n)
local A, k,pkg,pgkd, erw, vert;
begin
(A:=SP|p=pp) ;
pkg:=((A%k) [5,1]1+(A%k) [5,7] )$ k=1..n;
pkgd:=pkg[i] -pkg[i-1] $i=2..n;
vert:=sum(pkgd[i] ,i=1. .nops (pkgd)) ;

erw:=sum( (i+1) *pkgd[i] , i=1. .nops(pkgd)) ;

print (Unquoted, "p=",pp," Verteilung? (bei n=",n,") Sum=",vert);
print (Unquoted, "mittl. Spieldauer (Wirfe): ",erw):

end proc:

Praktisch ist die Zusammenfassung in einer Prozedur:

erwart (0.01,80) ,erwart(0.2,80) ,erwart(0.3,100),

erwart (0.44,100) ,erwart(0.5,100) ,erwart(0.8,80) ,erwart(0.95,80)
p=, 0.01, Verteilung? (bei n=, 80, ) Sum=, 1.0

mittl. Spieldauer (Wurfe): , 4.081007977

p=, 0.2, Verteilung? (bei n=, 80, ) Sum=, 1.0

mittl. Spieldauer (Wirfe): , 6.043956044

p=, 0.3, Verteilung? (bei n=, 100, ) Sum=, 0.9999999998
mittl. Spieldauer (Wirfe): , 1.32124528

p=, 0.44, Verteilung? (bei n=, 100, ) Sum=,
0.9999996884

mittl. Spieldauer (Wirfe): , 8.352512266

p=, 0.5, Verteilung? (bei n=, 100, ) Sum=, 0.9999994337
mittl. Spieldauer (Wirfe): , 1.999938837

p=, 0.8, Verteilung? (bei n=, 80, ) Sum=, 1.0 5
mittl. Spieldauer (Wirfe): , 3.296703297

p=, 0.95, Verteilung? (bei n=, 80, ) Sum=, 1.0

mittl. Spieldauer (Wirfe): , 2.222171208



mittl. Spieldauer (Wurfe): , 2.222171208

Interessant ist, dass beim gerechten Spiel die mittlere Spieldauer am gréf3ten ist.
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Anmerkung: Im Buch Waldmann, Stocker wird mit viel formalem Aufwand und wenig
Begrindung

ein Gleichungssystem hergeleitet, das diesen Erwartungswert liefert. Da man letzlich doch
numerisch arbeiten

muss, ist -zumindest schulisch- diese Berechnung entschieden sinnvoller.

n muss man so grol3 wahlen, dass sie Summe der W. fast 1 ist. Davon abgesehen ist
diese

auch eine theoretische Losung.

Davon zu unterscheiden sind die Betrachtung von Simulationen.
Das ist hier (noch) nicht vorgesehen.

7. Berechung der Eigenvektoren
SP

( 1 0 0 0 0 00\
I-p 0 p 0 0 00
0 1-p 0 p 0 00
0 0 1-p 0 p 00
0 0 0 1-p 0 po
0 0 ©0 0 1-po0p
\o 0 0 0 o0 01

Dies war die Ubergangsmatrix, Bestimmung der Eigenwerte:
linalg: :eigenvalues (SP)

{0,1,V3-v/=p-(p-1), V=p-(p-1), —=/=p-(p-1), =3 -/=p-(p-1)}

Der zweite Eigenwert ist 1. Er kommt fur die stochastische Deutung infrage.

Es sind 6 Eigenwerte, damit hat jeder nur einen Eigenvektor (bis auf Lange).

Unten ist angeflgt, dass 1 ein doppelter Eigenwert ist.

Stochastisch ist es wegen der Normierung ein hochstens eindimensinaler Eigenraum.

v:=matrix([[vl,v2,v3,v4,v5,v6,v7]])

(vl v2 v3 v4 v5 v6 v7)

solve (v*SP=v, {vl,v2,v3,v4,v5,v6,v7})
{{lvl=2z,v2=0,v3=0,v4=0,v5=0,v6=0,v7=z1]} if pe {0, 1} v(p£0Ap=#

Die Bestimmung des zugehdrigen Eigenvektors hat
vv:=matrix([[v1,0,0,0,0,0,1-v1]]);
vv*SP

(v1I000001-v1)
(v1I000001-v1)

Die Menge aller Punkte mit x1+x2+ x3+x4+ x5+x6+ x7=1 ist eine Hyperebene im
7-dimensionalen Raum. Mit der Beschrankung 0<= xi <=1 ist es das Innere des



7-dimensionalen Raum. Mit der Beschrankung 0<= xi <=1 ist es das Innere des
Hyper-7-Ecks im

vollstandig positiven Koordinatengebiet.

Wenn bei der Eigenvektorberechnung durch die Normierung keine Freiheit mehr bleibt,
erhalt man den

Punkt, an dem die durch den Eigenvektor gebildete Ursprungsgerade die Hyperebene
durchstol3t.

Hier aber bleibt eine Variable unbestimmbar.

Das heil’t, der eben berechnte Eigenvektor ist zu sehen als Strecke, die in dem
Hyper-7-eck enthalten ist.

Sie hat den Aufpunkt (0,0,0,0,0,0,1) und den Richtungsvektor (1,0,0,0,0,0,-1)

Fazit: Alle zeilen der SP*n haben fiir jedes p die Gestalt dieser Eigenvektoren, jede
Zeile aber einen anderen.

Der Eigenvektor (0.5,0,0,0,0,0,0.5) besagt, dass jemand, der mit O € oder 6€ ins "Spiel"
eintritt, verbleibt in dem

Zustand O€ oder 6 € zu haben, denn das beendete Spiel andert gar nichts mehr.

(linalg: :eigenvectors (linalg: : transpose (SPQ)) |g=(1-p)) [3]

L, 2,

(=X —R—g R
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