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Liigt man mit Statistik? Dr. Dorte Haftendorn Sept 97
Beurteilende Statistik als Schwerpunkt im Stochastikkurs Gliederung 1

I.  Emleitung
A.  Warum ist beurteilende Statistik so wichtig?

1.  Didaktische Argumente (Modellbildung,........ )

2. Leichte Sammlung und Verfiigbarkeit von Daten

3. In fast allen Studien- und Ausbildungsgingen kommt
Statistik vor:
a.  Psychologie, Medizin, Sport (4 Sem!!), Sozialpadagogik....
b.  Wirtschafi, ... ,Geographie,...
c¢. Technik,... Naturwissenschaft....

4. Hohe Studienabbrecherquoten mit dem Grund:
Nichtbewiltigung der Statistik

5. Mangel an biirgerlicher Entscheidungskompetenz, wenn
serioser Gebrauch der Statistik von unseridsem mnicht
unterschieden werden kann.

B. Wann und inwiefern ligt man mit Statistik und wann nicht?

Um diese Frage zu beantworten, braucht man Sachkenntms

Wer sowieso liigt, liigt auch mit Statistik.

Nur der Kundige kann Liigen entlarven.

Statistische Aussagen enthalten stets ein Irrtumsrisiko, dessen

GroBe angegeben werden muss. .

Dennoch zu mrren heifit nicht ligen.

I Unterrichtskonzept fiir einen Kurs “Beurteilende Statistik”

A.  Grundlagen

1. Grundbegn'ffe
a.  Wahrscheinlichkeit
b.  Ereignisse, und , oder
c. = mehrstufiger Zufa]]sversuch, Baumdlagramm
d. ZufallsgroBe, Erwartungswert

2.  Kombinatorik
a. Umsortieren von n unterschiedlichen Objekten (n!)
b. Herausgreifen von k Objekten aus n Objekten mit

Beachtung der Reihenfolge (Siegerehrung)

c. Ankreuzen von k Plitzen unter n Platzen (Lotto)
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B. Binomialverteilung

1.

3.

Bernoullikette

‘a.  n-stufiger ja/nein-Versuch

b. konstante Erfolgswahrscheinlichkeit p, g=1-p
konkrete Fragestellungen
a. X=Zahl der Erfolge

b. P(X=k)-= (:) p¥ g7 F, Histogramm

c. p=np, 0=npgq
d. P (X< k), am Histogramm, Tabellengebrauch

Heuristisch: Bedeutung der 20, 30- Grenzen

C. Hypothesentest mit Binomialverteilung (bei Bernoulliketten)

1.
2.

Einfithrungsbeispiele mit mehreren n

Hypothesentest, Herausarbeitung des Verfahrens

a.  Eine Forschungshypothese H; und eine Nullhypothese
H, werden formuliert

b. Beobachtet werden k Erfolge unter n Versuchen

c.  Die Intumswahrscheinlichkeit ¢ wird bestimmt
(1) Daskiitische Gebiet besteht aus der Beobachtung

und allen im Sinne der Forschungshypothese

noch giinstigeren Féllen.

(a) Ein einseitiger Test ist zuldssig, wenn von vornherein
die Richtung der Abweichung klar ist.

(b) Anderenfalls ist der Test zweiseitig, das kritische
Gebiet besteht dann aus zwei Teilen, ia. ist
Ol prveiseitis— 2 Obeinseitig -

(2) O ist die Wahrscheinlichkeit, dass X “rein zufillig” in das

kritische Gebiet fiillt, wenn H, gilt.

d. Ist o klein, nimmt man die Forschungshypothese H,
auf dem Signifikanzniveau @ an, anderenfalls ist nichts
erwiesen.

Weiterfithrungen

a. Umgang mit Tabellen der Binomialverteilung

b. Nutzen der z-0-Grenzen
(1) Dazu die GauBsche Glockenkurve als normierte

Niherung fiir Binomialverteilungen nahebrmgen 3
(2) Erlauterung der z-a-Tabellen
C. Konﬁdenzmterva}l (ndherungsweise)
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d.  “Ruckwirts”-Fragestellungen
(1) Wie viele Erfolge muss man unter n Versuchen

mindestens haben, um auf einem Signifikanzniveau von
mindestens & behaupten zu konnen, dass H, gilt?
(2) Aufstellung von “Entscheidungsregeln” fiir oft in
gleicher Art durchgefiihrte Bernoulliketten.
e.  Alternativtests
. f  OC-Kurven, Verdeutlichung der Testgiite
D. POISSOIIVCI‘tCﬂung ( bei Bernoulliketten)
1.  Erklarung als Naherung der Binomialverteilung fur “seltene
Falle”
2.  Leicht abgewandelte Rechnungen und Ablesungen
3.  Dieselben Schritte des Hypothesentestens
E. Normalverteilung ( diskreter Fall, Bernoulliketten)
1.  Erklarung als Naherung der Binomialverteilung fiir groBe n
und nicht zu seltene p ( Laplacebedingung erfiillt)
2. Leicht abgewandelie Rechnungen und Ablesungen
3.  Dieselben Schritte des Hypothesentestens
F. Normalverteilung ( stetiger Fall, Messoroﬁen)
1. MessgroBen als Zufa]lsgroBen
2.  Mittelwert, empirische Standardabweichung
3.  Hypothesentest mit MessgroBen, Standardabweichung mufl
vorher bekannt sein.
a. PrufgroBenbestimmung z
b. Tabellenablesung
c. reichhaltige Beispiele aus Technik und Wissenschaft
G. t-Verteilung ( Messgrofen) Testet bei unbekanntem O mit der
empirischen Standardabweichung
1. PrufgroBenbestlmmung t, Freiheitsgrade
, 2.  Entscheidung wie bei jedem Test
H. F-Verteilung ( Messgrofien) Testet, ob sich zwei Standard-
abweichungen unterscheiden.
1. Prufgroﬁenbestlmmung F, Freiheitsgrade
2. Entscheidung wie bei _]edem Test
L ¥*- Verteilung Testet, ob zwei Verteﬂungen zueinander passen
1. PriifgroBenbestimmung y* , Freiheitsgrade
2. Entscheidung wie bei jedem Test
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118 Lugt man mit Statistik?

A.  Es gibt sinnvollen Gebrauch von Statistik:

1. Zentraler Begriffist Signifikanz.

2. Wer weder das Signifikanzniveau noch die zu seiner
Berechnung nétigen Daten (insbesondere den Stich-
probenumfang) nennt, ist nicht ernstzunehmen.

3. Grundeinsicht: eine beobachtete Abweichung braucht lingst
nicht eine signifikante Abweichung zu sein. (Kardinalfehler
vieler “Tabellenbetrachtungen”™ im z.B. Erdkundeunterricht.

4. Die Angabe eciner Irtumswahrscheinlichkeit ist kein
Eingestandnis von Schwiche, sondem ein Gebot der
Ehrlichkeit.

5.  Die MaximalgroBe der Irtumswahrscheinlichkeit richtet sich
nach dem Problem. Mehr als 5% werden i.a. nicht akzeptiert.

6.  Tritt der Irrtum dann tatsdchlich ein, so ist das kein Grund
zur Verdammung dessen der sich geirrt hat. Er hat dann
nicht gelogen, sondern sich angemessen in einer
grundsétzlich nicht vollig sicheren Situation verhalten

B. Aufgaben des Unterrichts in Beurteilender Statistik:

1. Stets sind die Voraussetzungen auf die Aufgabe bezogen zu
erortern und zu pritfen.

2. Die Hypothesen sind sorgfiltig in  Worten und
mathematischen (Un-)Gleichungen zu formulieren.

3. Rechnungen sind sinnvoll und notig, aber nicht alleiniges
Ziel. ‘

4.  Antworten sind auszuformulieren.

C. Schwierigkeiten in Unterricht und Klausur:

1. Das Sprachniveau ist entschieden hoher als sonst im MU.

2. Der Lehrer muss (wie Deutschlehrer immer) Formulierungen
beurteilen. An seine eigene Denkgenauigkeit werden hohe
Anforderungen gestellt.

3.  Die Schule kann nur exemplarisch arbeiten. Dennoch sind

- die etwas hergesuchten Alternativtests wenig geeignet, die
Wichtigkeit des Signifikanzbegriffs zu transportieren.

D. Wenn iiberhaupt etwas vor statistischen Liigen schiitzen kann,
dann sind es Kenntnisse in beurteilender Statistik.
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Simulationen einer Bernoullikette, Wiirfeln

sim(1/6,30,0.01,1)
y
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Ein echter Wurfel
wird gewdrfelt.
k ist die absolute
Anzahl der Sechsen.
p=1/6
nach rechts ist die
Zahl x der Wurfe
aufgetragen.
Sim(p,n,eps, deltay)
Ordinate:
Absoluter Abstand
vom
Erwartungswert
K-x*p

Werte: -1/6,-2|6,-3/6,-4/6,-5/6,-6/6, ~ -

1-7/6, 1-8/6,......,1-17/6, 2-18/6,.......5-30/6
B wn=2 2 K=2 Ordinate: relative
L U S S Hé_ufigkeitk/i
02t Gerade=
Erwartungswert/p
02T m-- G

g 10 12 14 1§ 18 20 22 24 2§ 28 30
X

[30, 0], [30.0, 0.1666666667],0.1666666667

Bei diesem Experiment war die Wurffolge:
aaaaaabaaa aaaaaaabaa 6aaaababaa
Die relativen Haufigkeiten waren also
0,0,0,0,0,0,1/7, 1/8, 1/9,....1/17, 2/18,
2119, 2/20, 3/21, 3/22, 3/23, 3/24, 3/25,
4/26, 4127, 5/28, 5/29, 5/30

6=Es war eine 6
a=Es war andere
Z.
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sim(1/6,300,0.01,0.1)

N

—— t
0 20 40 &0 &0 100 120 140 180 180 200 220 240 250 2380

300

X

0.26 I
0.24 -
0.22 -

0.20 ﬂ

018

R . n

01z T
010 T
R

014+ W

——+——+ t
0 20 40 60 &0 100 120 140 160 180 200 220 240 250 280 300

[300, -6], [300.0, 0.1466666667],
0.1666666667

Hier liegt man bei
300 Wurf noch
um 2%-Punkte
unter p

X

e
Wenn man hier den letzten Wert als im$inne einer frequentistischen Wahrscheinlichleit (sihe
hier letzte Seite) als Naherung fur die wahre Wahrscheinlichkeit einer Sechs genommen

hatte, hatte man sich also um 2 % verschéatzt.

Es ist klar, dass man Experimente beim exakten Wirfel nicht nétig hat, denn hier kann man
die Laplace-Wahrscheinlichkeit als 1/6 bestimmen. Das heif3t, es sind 6 Ereignisse

gleichwahrscheinlich, also entfallt auf jedes Ergebnis 1/6.

Mit der Methode: "Konfidenzintervall bestimmmen"
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sim(1/6,3000,0.01,0.1)

¥

Bei 3000 Wurf
werden die
absoluten
Abweichungen
vom
Erwartungswert
grofer, hier bis -14

[3000, -8], [3000.0, 0.164], 0.1666666667

028 1
0.24 1
0.20 1
IZI.1E--“-
IZI.1'E-“-
014 1
EI.12-“-
0.10 1

0.08

Die relativen
Haufigkeiten
pendeln sich aber
schon ab etwa
n=700 in einem
1%-Streifen ein.




sim(1/6,6000,0.01,0.1)
y

Bei diesem
n=6000-
Experiment
kommen etwa bei
3500 Wurf
Abweichungen von
fast 40 zustande

0.23
0.24

022

0.20

0.18

0.16

0.14 £
012 T
010 T

.08 T

t } t } t } t
0 1000 2000 3000 4000

[6000, -19], [6000.0, 0.1635], 0.1666666667

und der 1%-
Streifen wird nach
unten eine Weile
lang verlassen




sim(1/6,30000,0.01,0.1)

y

I:I L

=20 T

Ap +

50+

=80 T

100

120

J I J ] J ] J
t 1 t T t 1 t 1 t 1 t
0 2000 10000 15004 20000 25000

T
30000
X

Wenn man nun
meint, bei 30000
Wurf ist nun
endlich alles
"sicher", so sieht
man hier | dass die
Abweichung auf
132 geklettert ist.

y
0180

070 §

0180

0.155 1

0.165 4 M i

n ] n ] n ] n ]
1 t 1 i T j I ) T
0 5000 10000 15000 20000 25000

[30000, -132], [30000.0, 0.1622666667], 0.1666666667

n ]
i T
30000

¥

Nun gut, aber die
relative Haufigkeit
benimmt sich
dennoch
"anstandig"

Hier ist der
Streifen 0,5%
breit.

Aber merke:
besser als 0,5% ist
man auch bei
30000 Wurf noch
nicht unbedingt.

Empirisches Gesetz der grof3en Zahl:

Mit wachsender Versuchsanzahl stabilisiert sich die relative

Haufigkeit.

Man erhalt so eine "fregentistische" Wahrscheinlichkeit, von
der mann hoftt, dass sie der dem Versuch "innewohnenden",
"objektiven" Wahrscheinlichkeit nahe kommt.
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Simulationen mit Verteilungen Simulationen mit Verteilungen

Simulationen Haftendorm 2011 Die anderen Spalien unterscheiden sich von dieser Spatte nur durch den anderen Mamen und die andere
In dieser Datel sollen Zufallslisten mit 100 eintrdgen erstellt werden, die auf jeweils auf einer anderen Formel im seq-Befehl:
Wahrscheinlichkeitsverteilung beruhen. Diskrele Vereilungen
Die Listen erstilt man Ubersichtlich im Tabbellen-Fenster= DatadStatistics Gleichverteilung randint(1.6) licfert eine natUrliche Zufallszahl zw. 1 und 6.
1. Spalte: In Zelle a1 die 1 geschrieben, in Zelle a2 *=1+a1" -ohne die Anfihrungszeichen. Dann diese randint{0,1) simuliert einen Minzwurf
Zelle angeklickt und am rechten unteren Eckknopf bis Zeile 100 nach untem gezogen. Dieser Vorgang Binomialverteilung randbin(np) . mit n-p-biniomialverteilte 22.
heiit 'Fnrmelmn.unben kopieren”. Dann stehen die Zahlen 1 bis 100 in der er?en Spa“.e. . it randbib20.0.3)
:afﬁ‘d;hmfz;:;;“;::t j. . 1.100) ;::rden " derg Liste fiernr. I Eigene Verteilung Astragali Merkmal mymerk. Wahrscheinlichkeiten myvent
Es wird dannven allein geschricben nr=seqi j. j. 1, 100) und sofort stehen die 100 natrlichen Zahelne o i definiert wenden.
da. Stetige Vereilungen
3. Spalte: Mame der Liste wuerfel Formel:  =seqirandint(1,6),.1,100) Gleichverteilung rand() liefert eine ZZ im Intervall von O bis 1
Als erstes Argument im seq-Befehl steht die Formel. dann der Laufindex, Start und Ende. seq heilit Eine Dastellung lohnt nur, wenn man Klassen bildet, sonst ist fast jeder Wert einzeln. Man bruacht diese
Gbrigen engl. sequence=Folge aber um eigene Veneilungen umzusetzen,
sigma) my-sigma ilte ZZ

11 1.2

Simulationen mit Verteilungen Simulationen mit Verteilungen

e Eerel Bmuenze Bbinomi Bnormi & L] L] o il
1 & 530.189
2 6 o 6 533.32
3 1 0 6 545.502 o
4 4 0 10 s29.822
5 3 1 5 533.884
[ 5 o 3 532073 1
7 1 1 5 535.441 K
8 3 0 5 546.85 £
) 6 1 7 sar.418 217
10 2 o 1 546312
Lkl 5 o 6 532.231
12 5 1 5  540.67 8
13 F 1 6 542.199
14 3 o 8 54573
15 1 1 3 52008 +
1% 6 0 4 546.293
7 1 0 4 542.114 3
| ! -
18 1 1 5 527214 |—(_,. o 3 i M 7

1.4

Simulationen mit Verteilungen

o eesesbosstbod

ERETTTTEE Y
0 Jessssse
~sases

0.4 K a d =
muenze binomi

15 1.6

0.238158Bauch  Kuhle Platie Bauch  Bauch
0.84345Bauch Kuhle Bauch  Kuhle Kushile

0.734221Bauch Bauch  Bauch  Bucht Bauch
0.817171Bauch Bauch  Platie Platte Bauch
0.978747 Kuhle Bauch  Kuhle Bauch  Kuhle
0.122735Bauch  Kuhle Kuhle Bauch  Kuhle
0.169817Bauch Bauch  Bauch  Kuhle Bauch

0.656179Kuhle Bauch Kuhle Fuhle Platte
0.795331Bauch Bauch  Bauch Bauch  Bauch
0.321044Kuhle Kuhle Bauch  Platie Bauch

0.206387Bauch Platte Kuhle Bucht Bauch
0.054145Bucht Kuhle Bauch  Platte Bauch
0.507118Kuhle Kuhle Bauch  Bauch  Bauch
0.931562Bauch Bauch  Bauch  Bucht Bauch
0.506492 Kuhle Platte Bauch Kuhle Bauch

Simulationen mit Verteilungen Simulationen mit Verteilungen
0.763722Bauch Kuhle Kuhle Kuhle Bauch

Bgleich Bastra  Dastra? Basral Basras Basyas B L ]
0.893577 Kuhle Kuhle Platte Bauch  Bawh I E l g i | | l I i E l I I

n h___Bauch __Kuhle __ Rucht __ Bauch & Bauch Bueht Kuhle
arl [«]» . ®cuadDasmdssveiastad @astas |

1.7 1.8

simulationen-ti.tns 1von: 3
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50

-
S

Haufigheit
w
a

Fl

=3

o

=
Bucht Kuhle Platte

Masira? Masira Bastra’ Basirad Bastral

o

1.9

Simulationen mit Verteilungen

Simulationen mit Verteilungen

Definition einer eigenen Vertedlung  myven am Beispiel “Astragali®
Die Merkmale seien

mymerk:~{ *Bauch "," Platie *,"Kuhle " Bucht® } + { “Bauch® " Plaite * " Kuble *,* Buchi* |
myvert:{ 0.48,0.1,0,37,0,07 | 4 0.37,0.07 | { Mein Buch Kap 10.2)
Define astragalus|r|-Func & Feriig

Ir m,urﬁ!% Then
Rewurm mymerk[ 1] )

Ebself - myvert 1] myver{2] Then
Fetum mymerk| 2| . i

Elself r m)werl:li myver( 2] myver( 3] Then
Hetum mymoerk| 3]

Flse :
Retumn mymerk[l_

Endif

EmlFuane

J

Filr it weingen man es 0 machen,

Definition einer eigener K fur die Were.

min(normi) » 529.15% max(normi) - 345,748
Wertebereich also etwa 20 Einheiten, Da mache Klassenmitte 530, 532....

und dann werden es 11 Klassen, in denen Werte sind. Um fir andere Beispiele gerustet zu sein, nehem ich
noch ein paar mehr Klassen.

Ich definiere die Funktion il die jadem “r die itte Zuordnet.

Auf diese Weise habe ich mat ~rq':nnrmkla:dnorlnb] 41100

die Liste der d itten erstellt. nun werd, ige Klassen haufiger getrofien asl andere,
daurch erst wird ein Histogramm sinnvell.

Im Fenster DatagStatistics furgt man als x-Variable erst normik ein, Spater mit x-Variable hinzufogen
nech die entsprechende Liste normi2k

Die beiden t verd |

1.10

Simulationen mit Verteilungen

e fine normklass|r)

Func

Local ¢

For i.1,20

if r-itasg[1] Then
Reum Hasse [1

el kasg [i]=r and r<Hasg[i+1] Then
Rewurm klasse [{]

Fndi

Endfor

Retum Kasse [ 20]

Endiunc

1.11

Simulationen mit Verteilungen

Bilasg Shiasse Bnormik Bnomiz Bnomizk 8 ] ] ]
=seq{norm =seq{rand =seq(normkl

1.12

Simulationen mit Verteilungen

525 526 542 538.152 542

527 528 542 540.183 542

529 530 544 53B.4T4 550

531 532 538 539.423 544

533 534 538 537.56 540

535 536 536 540.878 538

537 538 532 538259 532

539 540 548 529.739 540

541 542 540 535.909 538

543 S44 538 540.404 544

545 546 542 536.289 548

547 548 542 535.872 544

549 550 544 540.395 538

551 552 538 537.936 536

553 554 540 542.758 542

555 556 536 539.984 542

557 558 534 532.962 532
1A 559 560, B4 S4NOPR S4A &
Al >

Haufigkeit

v . ’ —
528 530 532 534 536 538 540 542 544 546 S48 550 552 554

1.13

Simulationen mit Verteilungen

Minomik BnormiZk

o)

Haufigheit

...

20
526 530 532 534 536 538 540 542 544 546 548 550 552

Hnormik Bnormidk

o

1.14

Simulationen mit Verteilungen

Machte man die Dy s0 verschrankt flen wie beim Astragali-Teil,

an auf einem mit re-Maus . " anklicken. Die n

den Darstellungen Ubrigens gekoppelt,
Auswertung 1. Teil von Hand

inean|nermi 093 Mittelewert

max|normi] « 349748 max(normik) « 530 varSamp(normi) - 216232

min(normi) + 529,15 minlnormik)

hung slievSamp) il + 4.65007  (das ist dée mit {n-1)) fur beuneilende Statistik. Sie ist
der beste Schatzer auf die wahre hungin der .
Dazu passt die Varianz varSamy )+ 216212 o . + 465007

Wenn die betrachisten Werte die gesamte Beobachtung(Population)sing,

dann ist stlevPop(nermi] « 462070 die Standardabweichung. Dieser Wert ist also fr die beschreibende
Statistik,

1.15

simulationen-ti.tns

1.16
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Simulationen mit Verteilungen

Auswertungin einem Rutsch

OneVar normi; stat.results

X X Hy 214068
Leider ist stat.result eine globale Vanable. Um dieses aufzs man die ins
Clippbord (Strg C), geht in einen Calculator und tippt dort 2.8, nommistat=  strg vl

1.17

Simulationen mit Verteilungen

Die entsprechende Auswertung nun mit nomi2

OmeVar normi2 = Forng

stat.results -

1.19

Weitere Auswertungen

OneVar binomi + Ferig

Im Calculator binomistat=_.... Ergebnismatrix von stat.result

binomistat -

Mt anderem

das Aufh nicht gelungen.

Simulationen mit Verteilungen

2.2

Weitere Auswertungen

OneVar pnormi2 » Fertig
Mir st einRatsel warum ich hier innerhalb eines Problems eine Neubelegungvon sta.results schaffe aber
im ersten Problem nicht,

normizstat

2.4

simulationen-ti.tns

8K I SnaX -l.m -
e 462676
mormistar: n 1000,
" 529.159
536,631
539.977
545,085
549,748
214069
"Tiel™ " Seatistk mitl einer Variable “]
5" 540,093
"=t 54009, 3
"I 2.91722¢7
"X o7 spax ™ 465007
"ox i~ oax” 462676
“n" 1000,
"MinX" 529.159
"(hX" 536.631
“MedianX " 539.977
(X" 543,089
549.748
214065
| =
Lga]
Weitere Auswertungen
IF Buoon Boomz B E F § W g
3 542.801listen*per*cippbord
B 542.598
3 549.784
2 544183
8 539.947
5 538.738
7 532.684
6 540.117
9 538.238
5 544.88
7 547.405
B 544927
7 53718
4 536324
5 542624
5 541.032
7 53211
ju T _S545304 ——
Al 41k
Weitere Auswertungen
ST 194726 -
ax - 1.9375
imamisial: "y 100,
“MinX" 1.
X" 4.
*MedianX " 6.
X" 7.
“MaxX" 1,
["SSXK = Dx-RpF" 375.%9 .
"Seatistk mit einer Variable ©
5.81
581.
"I 3751
"X o SnaXx " 194726
“ox i~ oax” 1.9%75%
n" 1000,
"MinX" 1.
X" 4+
“MedianX " 6.
Rl 7.
“MaxX” 10,
“SSN - Dix-EP” 7539
| =
120]
Weitere Auswertungen
X 1 8naX J.W}» -
2 » 497469
marmi stk 100,
524.599
536,688
539,435
42,619
551,905
247475
"Tiel™ "Seatistk mit einer Variable ©
5" 539.543
"=t 539543
"I 2.9113%1e7
"5X 17 spax ™ 499575
“ox i~ oax” 4.97469
“n" 1000,
"MinX" 524.599
"(hX" 536,688
“MedianX " 539.435
(X" 542.619
551.905
247475
| =
Lga]

2.5
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Wir betrachten einen Zufallsversuch, bei dem verschiedene Ausginge zufillig mit gewissen
Wahrscheinlichkeiten eintreten. Ein oder mehrere solcher Versuchsausginge bilden ein Ereignis. Die
Wahrscheinlichkeit, daB3 ein Ereignis A eintritt, wird mit P(A) bezeichnet. (o von probabiiy-wahsscheinfchikeit)

Es ist P(uwmogiches Ercignin)=0 und P(sicheres Ereignis)=1. Wahrscheinlichkeiten kann man in manchen Fallen durch
Uberlegung bestimmen, oft aber kann man sie nur néherungsweise als relative Haufigkeiten aus langen
Versuchsserien ermitteln.

Bei mehrstufigen Zufallsversuchen hilft ein Baumdiagramm, die Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

Start 1.Stufe 2.Stufe,  Von einem Knoten gehen Aste zu neuen Knoten, die die moglichen,
[irragb | . = - : 1 t_4 oder zumindest die interessierenden Ereignisse der nichsten Stufe
V I b} * ¢ symbolisieren. An die Aste werden die Wahrscheinlichkeiten dieser
A ¥ v Ereignisse geschrieben. Eine vom Start bis zur letzten Stufe
K__,._ — ¢ ot 4 Plyq)- 4 fihrende Astfolge heifit Pfad. Es gelten die Pfadregeln :
T %l ® Die Wahrscheinlichkeiten lings eines Pfades werden multipliziert.
A S 7l s @ Tragen mehrere Pfade zum interessierenden Ereignis bei, so
Ze Ty werden deren Wahrscheinlichkeiten addiert. Prr odir 44) - 4 +_,i:_ .4

Eine ZufallsgroBe X ist eine Zahl, deren Wert vom Zufall abhiingt. Ist eine diskrete Zufallsgrofle den
Ereignissen eines Zufallsversuchs zugeordnet, so ist p; = P(X=X,) die Wahrscheinlichkeit, mit der die
ZufallsgroBe X den Wert X; annimmt. Eine vollstindige Liste ( Xi, p; ) heilt Verteilung der
Zufallsgrifle. In diesem Fall ist die Summe aller p; gleich 1. Es missen also alle Versuchsausginge erfaBt sein.

Eine diskrete Verteilung e e Eine stetige Verteilung memtrtes 3t 0m18
wird tbersichtlich durch wird durch eine Kurve ™ e

ein Histogramm darge-  « dargestellt. Diese Kurve =

stellt. Die Fliche aller . , heiBt  Wahrscheinlich- .

Balken ist 1. “Diskrot” heidt, das .. keitsdichtefunktion der

die Zufalvgibe keine Zwischenwore | J‘r l’)_,\ . Verteilung. Die Fliche / ‘

unter ihrist 1.

Ein spezieller Versuch, in dem eine ZufallsgroBe Werte annimmt, kann eine spezielle Verteilung dieser
ZufallsgroBe haben. Es gibt aber in der Statistik viele typische Verteilungen, die hiufig vorkommen, fiir
die es Tabellen, theoretische Untersuchungen und Softwarewerkzeuge gibt. Die wichtigsten sind die
Binomialverteilung (S. 22), die Normalverteilung (S.22/26), die Poissonverteilung (S.29), die Student-t-
Verteilung (S.28), die F-Verteilung (S.27), und die Chi-Quadrat-Verteilung (S.30). Sie haben jeweils
bestimmte Voraussetzungen und einen bestimmten Zweck. .

Eine Verteilung eines bestimmten Typs wird durch Parameter charakterisiert:

Der Erwartungswert einer diskreten ZufallsgroBe ist n-EX) - Y X p, die Varianz

alle 1

>

ol - VAR(X) - Y (X, - wp, , die Standardabweichung ist ¢ - o(Y) -  VAR(X) . Bei einer stetigen

alle i
ZufallsgroBe gehen die Summen in Integrale iiber. Die griechischen Buchstaben werden genommen,
wenn es sich, wie hier, um theoretische GroBen der gesamten Verteilung handelt. Will man durch eine
Stichprobe (Meflversuch) den Erwartungswert durch einen Mittelwert und die Standardabweichung
durch eine "empirische” Standardabweichung niherungsweise bestimmen, so wahlt man die Bezeich-
nungen X unds .(Seite 26).

Der Begriff Stochastik burgert sich immer mehr ein. Er umfaBt Statistik und Wahrscheinlichkeitsrech-
nung. Das Teilgebiet desriptive (beschreibende) Statistik wird heute von jeder Tabellenkalkulation
wirksam unterstiitzt, denn es werden statistische Daten dargestellt (Diagramme) und statistische
Mabzahlen errechnet (Mittelwert , Zentralwert,..., Standardabweichung, andere Streuungsmafe,....).
Will man aber Schliisse aus den gesammelten Daten ziehen, sie also fiir irgendeine Entscheidung
benutzen, so ist es unerliBlich, beurteilende Statistik (Inferenz-Statistik) zu betreiben. Man gelangt
dann zu Aussagen, die die Zufilligkeit der Daten sinnvoll beriicksichtigen. Den Grad der VerlaBlichkeit
der gezogen Schliisse kann man durch Berechnung von Irrtumswahrscheinlichkeit, Signifikanzniveau oder
statistischer Sicherheit angeben. Man unterscheidet grundsitzlich:

SchtuB von der Gesamtheit aufl dic Stichprobe: varhersage von Eigenachaften, dic sine Stichpobe mit cinor gewissen Wahrscheinlichkeit haben wird.
Schluf von der Stichprobe aufl dic Gesamthcit: Versuch, aus der Stichprobe ctwas dher dic Gesamtheit 7u erfahren, (2., Hypothesentest).
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PEI g Es geht hier um den Zusammenhang von Baumdiagrammen und
)/ den in Statistik-Biichern gepriesenen "bedingten
A \ Wabhrscheinlichkeiten", deren Behandlung von der "Bayes-

P - - ) : .
@/ PEIA ™ B Form" gekront wird. Als weiteres praktisches Werkzeug werden
_ 3 Vierfeldertafen gezeigt.
PEBI Bezeichnungen: 4, B,... seien Ereignisse, 4, B,...seien die
p,;';;, 3 Gegenereignisse.

P(4) =Wahrscheinlichkeit, dass A (Uberhaupt) eintrifft, ohne weitere
PEIA™TF Bedingungen, "a-priori".
P(B)= P(B[A) = Wahrscheinlichkeit, dass B eintritt, wenn A schon

eingetreten ist, "a-posteriori". Diese Wahrscheinlichkeiten stehen natiirlicherweise an den Asten
der 2. Stufe.

1. Pfadregel Das Ereignis "A und B" tritt mit der Wahrscheinlichkeit ein, die

man durch Multiplizieren ldngs des Pfades Start-A-B erhilt, in Formeln
P(ANB)=P(A)-P(B|4)

Baumdiagramme haben keine Lobby, aber sie helfen sehr beim Verstehen.

Sofort Giberzeugend sind die 4-Felder-Tafeln, sie erledigen nicht alles, aber sie kommen doch

recht selten vor.

Schick sehen dagegen die Bayes-Formeln aus, so richtig schén unversténdlich.

Hier soll gezeigt werden, dass alle drei Werkzeuge sich gegenseitig erkldren kénnen, dass man
insbesondere im Schulzusammenhang das meist unverstandene Anwenden der Bayes-Formeln
wohl besser vermeidet. Wenn man sie denn aber nehmen will, kann man sie wie hier gezeigt
erkldren.

- Oft kann man Wahrscheinlichkeiten besser verstehen, wenn man mit (fiktiven) Anzahlen denkt.
Eine solche Gesamtzahl sei n. Dann ist n P(4) = Anzahl der Félle, in denen A insgesamt eintritt.

Parallel zur Theorie sei hier ein Beispiel betrachtet:

Aufgabe:

Die Studis in Jeriwan héren eine Statistikvorlesung, aber nur 10% machen die Ubungsaufgaben.
Von diesen FleiRigen fallen nur 5% durch die Klausur, wahrend von je 50 Durchgefallenen nur
einer zu diesen FleilRigen gehdrt.

Frage zur Aufgabe: Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallt ein fauler Studi durch?

A= Studi macht Aufgaben, B= Studi besteht die Klausur,

B, B Zunéachst kann man mit fiktiven n=1000 die ersten beiden Angaben
A| 85| 5 [1,0 unterbringen (schwarz, 1000,100,5).
A ~ [s00
1000

_ Zu den 5 durchgefallenen Fleiligen gehéren dann nach der letzten Angabe
B 53 5 mal 50 =250 Durchgefallene Giberhaupt. (Lila, 250).
100

855 | 2451800 jetzt lassen sich leicht die fehlenden Zahlen ergdnzen (braun, 245, 750,655).
750 | 250 11000

|| >
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Mit einer Vierfeldertafel (nach Fisher) kann man auf einleuchtende

Weise das Zusammenwirken zweier Ereignisse A und B betrachten. B _B-

Bei Verwendung absocluter Zahlen miissen alle Zeilen- und _l
Spaltensummen stimmen. A |PAanBlran® PA)
Das ist bei der Tafel mit den Prozentwerten auch so, aber man hat A PAn 3 [PAD 5 PR
mehr Muhe, die Eintrage zu bestimmen. Man kann sie aus der PE |PE l 1

absoluten Tafel aber erstellen und umgekehrt.

Nun kann man alle Verhiltnisse berechnen:
P(A) =% =0,1=10%, P(BIA) £5-0,728 =72,8%=W. ,dass ein Fauler besteht,

1000

P(AlB) =2.=0,127 =12,7%=W, dass einer der bestanden hat, tatsachlich vorher Aufgaben

750
gemacht hat.
Da nun unter denen, die bestanden haben der Antell der FleiRigen héher ist als unter den Studis
insgesamt, kann man sagen, dass sich der FleiB lohnt,
allgemein: die Merkmale A und B sind "abhdngig"”.

pA|p) =40 5) (;(;)B )

und das ist schon die 1. Formel von Bayes.

entspricht der letzten Berechnung,

Aus der 4-Felder-Tafel kann man also alle vier bedingten Wahrscheinlichkeiten ausrechnen.
Wenn in den Spailten (oder den Zeilen) gleiche Verhéltnisse vorliegen,
dann sind A und B unabhingig.

Also: wenn P(4|B)= P (ﬁ(;)B) 2 (1A) = P(A4) und damit P(A B)=P(A)-P(B),

dann sind A und B unabhingig.

Behandlung der Aufgabe mit Baumdiagrammen
Diese beiden Baumdiagramme sind

A
025 B / mit den Angaben der Aufgabe

A 205 B beschriftet.
0,1 \E PE) \;;
OENR AN S
B A

Die 1. Pfadregel berechnet die W. der Und-Ereignisse.
Die Pfad-Wahrscheinlichkeit P(4~B) muss in beiden Baumen denselben Wert ergeben:

0,1-0,05:0’25

P(AnB)=0,1-0,05= P(B)-0,02 also folgt P(B) =

>

Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebiger Studi durchfailt.
Ebenso lassen sich jetzt alle anderen Wahrscheinlichkeiten berechnen.
Frage zur Aufgabe: Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallt ein fauler Studi durch?

0,9-P(}§|Z) =0,25-0,98 Also P(B|4)=2212=0,272=27,2%.
Da ein fleiBiger Studi nur mit 5% Wahrscheinlichkeit durchféllt, ist das Risiko fiir Faule mehrals -
finfmal so hoch.




Statistik  Bzume, Bayes-Formel und 4-Felder-Tafeln ~ Teil 3 21d -
Prof. Dr. Dérte Haftendom  Mai 02

W B P(4nB)=P(4)-P(B|4) 1. Pfadregel
Die Wahrscheinlichkeit eine Pfades errechnet man als das Produkt
PEA) A \_ der Ast-Wahrscheinlichkeiten.
PEIA ™ B _ '

g Gleichung von Bayes P(B[A)=___P (40 5)

PE l-- , €ine Umformung davon.
PR} X 2. Pfadregel Tragen mehrere Pfade zu dem betrachteten Ereignis
~ bei, so muss man die Pfadwahrscheinlichkeiten addieren.
PEIA™STF P(B)=P(4)-P(B|4)+P(d)-P(B|4)

Allgemein, wenn n Ereignisse 4, die erste Stufe bilden:

P(B) = ZP(Ai) ) P(B[Ai) und dieses ist gleichzeitig der

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
Wieder gebe es n Ereignisse 4 , die zusammen alle Félle dieser

Pl A Stufe des mehrstufigen Zufallsversuches ausmachen,
B \ vornehm: Q=L”JA,. (Bei 4 und A4 ist das von selbst erfllt.)
p - — i=1
® PAIB) ™ A Leitfrage: Das Ereignis B kann die Ursachen 4, 4,,....4, haben.

- A Nun ist B eingetreten. Mit welcher Wahrscheinlichkeit war
Pl

P{E) B

dann das spezielle 4, die Ursache? P(4, IB) =7

_ Wie schon auf Seite 1 im Beispiel kann man P(4, nB)auch noch
PATE) ™ A mit dem umgekehrten Baum berechnen.
P(B)-P(4,|B)=P(4, " B)=P(4,)-P(B|4,)
Division durch P(B)ergibt mit der 2. Pfadregel (= mit dem Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit):

P(4, [B):P (4B _ f (4,)-P(B|4,) den Satz von Bayes
| PB) S p(4)-P(Bl4)

i=1

Also: Mache Baumdiagramme oder Mehr-
Felder-Tafein und denk’ damit nach.

Am weitesten reichen Baumdiagramme,
denn sie kénnen leicht auch mehr als
zwei Stufen haben.

Vermeide das Augenpulver der Bayes-
Formeln (besonders wenn es um Lermen
und Verstehen geht)!

B B
4 | nP(4 "B nP4B) | nP(4)
4, |nPLAB) | nP(hB)| nP(4) |
A, | nP(4,NB)| nP(4B)| nP(4)
n P(B) n P(B) n

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten ergeben sich als Anteile

P(B|4 )=M fir die Zeilen und P(4, ]B)=mﬁ3r die Spalten.
“ P(4) B)

Dabei missen naturlich die Zeilen- und Spaltensummen stimmen. Diese Tatsache driickt sich
dann gerade in der Gleichung nP(B)=n(>_ P(4, " B)=n ) P(4,)-P(B|4)aus und das ist (nach
=1 i=1

Kurzung von n) nichts anderes als der "Satz von der totalen Wahrscheinlichkkeit".




Ae.
Vier-Feldertafeln, Test nach Fisher

gesprochen.
Es werden n Personen untersucht, von denen a vom Typ A und b vom Typ B sind.
Nach der Befragnung haben e Personen das Merkmal E und ne haben es nicht.

EHL’- E |nE
A e |va ] Al3i2]5
B lep{vb| b Blale 1%

¢ Inetn  zumBeispiel %18 |4

Interessant ist nun, dass die Aufteilung der e Personen auf Typ A und B durchaus verschieden
sein kann, auch wenn die Gruppen bzgl. E gleich sind.

Null-Hypothese Ho: Die Gruppen unterscheiden sich nicht bzgl. Merkmal E.
Foschungshypthese Hq: Typ A weist weniger E auf, also Typ B mehr (oder umgekehrt).

Man beobachtet eine Aufteilung von e.

e e . . e
Ist nun = ® @ ® %, soist gar nichts mehr zu untersuchen, das gehort sicher zu Ho.

Weicht die Beobachtung deutlicher davon ab, so ist zu fragen, mit welcher Wahrscheinlichkeit
unter Hq diese Tafel und weitere, die Hy noch mehr stltzen, auftreten.

o~ P(&h ot )

a

Es (‘ga) gibt Méglichkeiten, ea Personen mit Merkmal E unter den a Personen vom Typ A "anzukeuzen”.
4

Es <“l’ gibt Méglichkeiten, eb Personen mit Merkmal E unter den b Personen vom Typ B "anzukeuzen™.

4
Es (é‘. )gibt Méglichkeiten, e Personen mit Merkmal E unter den n Personen liberhaupt "anzukeuzen".

(“ ) (3) Der Zahler ist also die Zahl der Méglichkeiten, die die beobachtete
G Aufteilung von e in A und B aufweisen. Damit ist dies die

m{-' i
P( ‘)‘ (n \ Wahrscheinlichkeit fir die beobachtete Tafel.
2 )

Im Beispiel ist dies 14%. Es kann sich keine Signifikanz mehr ergeben, auch wenn man die
Wahrscheinlicheit fur die noch glnstigere Tafel berechnete.

¢ £ Diesist die Tafel, ihre Wahrscheinlichkeit ist 1%. Damit ist klar, dass die
A J‘f&;r? - Irrtumswahrscheinlichkeit 15% wére, wenn man behaupten wirde, bei Typ B kdme E
B 4 5 177 seltener vor. Man behauptet also gar nichts.

o
¥ 12142 Wenn man aber diese Tafel hier unten beobachtet hétte, hatte man Hy annehmen

kénnen.
Weitere Uberlegungen kann man in der zugehérigen MuPAD-Datei nachlesen.
Zusammenfassend ergibt sich: Man kann Zeilen und Spalten vertauschen, auch E und Nicht-
E als Typen und A und B als alternative Merkmale ansehen, stets erhalt man dieselben
Wahrscheinlichkeits-Werte. Man muss nur darauf achten, dass man die Binomialterme entweder
nur aus Zeilenelementen oder nur aus Spaltenelementen baut.
Aus didaktischer Sicht ist die oben verfolgte Begrindung sinnvoller (ais den Term aus Spalten zu
bauen), da die Aufteilung in die Typen meist "vorgegeben" ist. Bucher sind da nicht immer
geschickt.
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Kruge fur den Handwerkermarkt

Toni plant, auf dem Handwerkermarkt im Herbst seine beriihmten

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Laneburg, 4. Juni 2007
Kriige anzubieten. Bei der Kalkulation muss er allerlei fixe Kosten

' berticksichtigen, wie Standmiete, Unterkunft, Reise u.s.w.
Der Herstellungsprozess lauft bei Tonkrigen nicht vollig sicher ab. Im Wesentlichen
entstehen unabhéngig voneinander drei Arten von Fehlern:

1. Fo Formfehler, zusammengesunken, Henkel schief o.4. Auftreten zu 25%
2. Gl Glasurfehler, Blasen bekommen, unglasierte Stellen 0.4. Auftreten zu  20%
3. Fa Farbfehler, verunreinigte Farbe, falscher Farbton, Flecken... Auftreten zu  15%

Kriige ohne Fehler kann er fur 30 € verkaufen (I. Wahl). Kriige mit nur einem Fehler sind 1.
Wahl und bringen 20€ ein. Alle anderen kann er als lll.Wahl (Ausschuss) noch zu 10€

loswerden.
Nun will er erstmal herausbeommen, was er eigentlich pro Krug im Mittel einnimmit.
Danach kann er seine Kalkulation zuende fuhren.

Gke b
'Fm”” QZM%}&;FW T o;trtd §: 086 = 054

‘q -
4 = F e ¢ T gy 000
0 Py —
/ \L\ ¢ _)z;KI—— 4 T ..=n% " P(lL)
0: T s A =00228 | B8

94 T .. =qh¥0
y %M« & : ; PIA)

.9 £ A’ - :0103 -—;—é-—> 56102,5-
\Q'?-'\_‘S A r7ve ): f’,ls"'%d-sqog

Zufallsgrt')Be: Verdienst V in € (eigentlich Einnahme ohne Beriicksichtigung der Kosten)

- -

: 1 A0 00
Gtk | Vi m & | P VPOV ) | it
T | 3¢ |05y A5, 3 45300
L| 20 |o3%ks| %% 75
A | 40 04025 Aozr 1025
S 4 @2‘!0?—56 24075 ¢
nenss ! de‘w,d’m Lir 4000 K.

rro
Erwertungswert E(V)=24,075 €
Im Mittel kann er mit etwa 24 € Verdienst fir jeden projektierten Krug

rechnen. Glaubt er also, 200 Kriige absetzen zu kénnen, muss er daftr Material kaufen
u.s.w und kann mit einer Einnahme von 4800 € rechnen. Wenn der dann noch alle fixen
Kosten bertcksichtigt, kann er kalkulieren, ob sich die Teilnahme am Handwerkermarkt lohnt.
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Staﬁsﬁk' Binomial- und Normalverteilung ~ Ha 95 -22-a

Voraussetzungen und Vokabeln: Bernoulliversuch
Es liegt ein n-stufiger ja/nein-Versuch vor. Der Ausgang o' wird auch als Treffer’ oder Exfolg’ bezeichnet.

p ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen einzelnen Treffer in einer beliebigen Stufe. Wichtig ist, daf dieses D fr
alle Einzelversuche (=Stufen) gleich grof ist, dai} die Einzelversuche 'stochastisch unabhéingig’ sind. '

q=1-p ist die Gegenwahrscheinlichkeit zu p, g ist also die Wahrscheinlichkeit fiir 'nein’, bzw "MiBerfolg'.
X ist die Zahl der Treffer im Gesamtversuch, in der Bemoutikene. Nun wird die ZufallsgrofBe X betrachtet.

Dann gilt folgendes; X ist binomialverteilt. Es gelten die Formeln und Tabellen der
Binomialverteilung. -

H=np ist der Erwartungswert =mii fiir die Anzahl X der Treffer. pas ist der auch ohne Stafistikkenntnis genannte Wert.
o = npg Varianz, o -y npg  Standardabweichung = sigma '

Man bezeichnet mit P(X=k) die Wahrscheinlichkeit, daB die Zahl X der Treffer gleich % ist.
Es gilt dann:

k
P(X-k) - (:) prqgm* bzw . P(Xsk) - }:(’;) plqg™
i-0

Fir n=2; 3; 4; 5; 6; 10 und cinige p ist der linke Term auf Seite 23 a) tabelliert. Die kumulicrte (= von links suburmmicrte)
Verteilungsfunktion rechts ist fur n=2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 20; 50; 100; aufden Seiten 23 a) und b) tabelliert.
Fiir kleine # , kleine k oder kleine #-k kann man zumindest den linken Term direkt berechnen.

Dazu braucht man die Binomialkoeffizienten, die man entweder aus dem Pascalschen Dreieck beschafft,
in einer Tafel nachsieht, dem Taschenrechner entnimmt oder nach einer der folgenden Formeln berechnet:

(" — a(n-l)m2y (ko) Eg st (" -1 ™|, bzw.fir Computer | "} . 2 .| ™1},
E) Kkl 1 + 2.3 (k1)-k k nk)’ k) k& \ k1

Berechnungen niherungsweise, wenn passende Tabellen fehlen:
Ist 17 zwar groBer als 10, aber p sehr klein (p < 0,05,"selten’ ) gilt die Poissonverteilung (S.29).

Ist die Laplace—Bedin'gung o >9 (also o>3 oder npg>9 ) erfiillt, kann die GauBsche

Norm alverteilung verwendet werden. Sie ist eine umso bessere Niherung fiir die
Binomialverteilung, je groBer die Standardabweichung o ist.

Die Trefferanzahl X ist eine diskrete Variable, deren Verteilung im Balkendiagramm dargestellt werden
miifite. Die Normalverteilung aber hat eine glatte, stetige Randkurve = Wahrscheinlichkeitsdichte. Darum
muf es hier eine Stetigkeitskorrektur ( von +0,5) geben. Wenn man diese Dichtefunktion noch mit
dem Faktor ¢ waagerecht staucht und ihr Maximum von der Stelle p auf den Ursprung verschiebt,
entsteht die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung. Tabelliert ist auf Seite 24 deren Integral von
links (~°°) bis z. Das Integral ist nicht geschiossen 15sbar und kann auch von Computern nur ndherungsweise berechnet werden.

Es gilt:

k+0,5 - n
Z = ————
o

P(Xsk)- ®(z) mit

und u (-zy-1- ®(z) fmit &(z) - —— fe- L

Die Zusammenhange sind leicht verstindlich, wenn man sich die Wahr-
scheinlichkeiten stets als Flichen im Balkendiagramm klarmacht. Die
hier berechnete Wahrscheinlichkeit, hochstens & Treffer zu haben,
wird anndhernd dargestellt durch die Fliche unter der GauB-Kurve von
links bis einschlieBlich des zu k gehérigen "Balkens" (daher die +0,5).

Wie bei allen diskreten Verteilungen gilt:

“ P(X2k) -1 -P(X<k-1) ||und P(asX<h) - P(Xsb) - P(Xsa-1)

Haufig ist ®(z) als statistische Sicherheit 1-a schon bekannt, und man
michte das zugehorige z bestimmen. Dafiir existiert auf Seite 24 rechts
eine andersherum aulgebaute Tabelle, die zu einem Signifikanzniveau «
das zugehorige z angibt.

Mankann z als "Sigmavielfaches" auffassen, z =2 entspricht u+20.
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Bei Berechnungen mit der

Binomialverteilung pflegt man die . .

Werte aus der Normalverteilung zu P (XL € u,_z_ & ) b i1 mial pormal
nehmen, falls die Laplace- '

Bedingung erfullt ist.

Man darf allerdings nicht meinen, | 0,997% 223
daB diese Werte dann sofort e (956 22,
"genau” sind.

Rechts sind mit Punkten die Wahr- | -

scheinlichkeiten fiir die 1-,2-, und , _
3-Sigma-Umgebung, also . . : . —— | 4¢¥e =1

z=1,23 dargestellt. Die Striche
geben die der Normalverteilung
entsprechenden Werte an.

Man sieht auch bei groBeren n | ,,, © 50 @ A0
noch deutliche Abweichungen, —— ‘ —* —t—>h
insbesondere im 1-Sigma-Bereich.

Die nachfolgenden Tabellen belegen dies mit Zahlen. Bei n=170 wird die
Wahrschemlichkeit relativ noch um 12 % "falsch” angegeben. Die rhythmische Struktur kommt

dadurch zustande, daB immer ganze Balken des Histogramms genommen werden miissen .

n ¥badg n % b 2 n ¥#ha 36

- 10 0.466948 - r 10 0.803342 , { 10 0.998409 - ’(,M‘A/
20  0.649160 | | 20 0.847372 20 0.997923 2 b/zr"é
30 0.558301 | ° 30 0.352807 30 0.995762 u_,!e, %ﬂ} ,,»//

40 0.498705 | ; 40 0.912785 40 0.995019 /5;9"\
50 0.636574 | | 50 0.934681 50 0.995136 _/%“G S
60 ©0.594397 | ! 60  0.950950 60  0.995639 &
70 0.559534 | 70 0.931107 70 0.996267 /!
80  0.665467 | 80 0.943840 80  0.996892
90 0.637523 | 0 0.933534 90  0.997457 7
100 0.612742 | 100 0.950173 100 0.995722 //35}5\
110 0.590585 i;g 0.938376 110 ©.996645 ////7 Z"g:ﬁ\‘_
120 0.677194 0.953454 120 0.997376 (U= e
130 0.658038 130 0.944043 | 130 0.996109 Vi
140 0.640364 140 0.934404 140 0.996998
150 0.623999 150 0.949797 150 0.995819 ///f//\f\
160 0.608796 | 160 0.941368 160 0.996790 u S f»"eiﬂ,}"/.‘.-\
170 0.534627 170 0.934002 170 0.995722 3 /7 2
180 0.668479 180  0.948862 180 0.996719 _~.~-1f/7/ //7} 3 e
190 0.655509 1s0 0-94229°J 190 0.995765 M
L 200 0.643238 4 = - 200 0.935618 L 200 0.996749
¢ ¥ v
0,682¢ 06544 0,394

. Merke: Die Laplace-Bedingung ist nur eme grobe
Laplace-Bedingung | ¢ austregel. Sie ist bei p=0,3 zwar ab n=50 erfiillt, aber auch

npq> 0 fir groBere n kommen kemmen noch merkliche
Abweichungen vor.
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Wir betrachten die Verdnderung der Form von Binomialverteilungen
bei wachsendem n. n = Linge der Bemoullikette = Stichprobenumfang

=20 @E2PS m=80 Ghes >8

e

.
.
Pororor r
[ S W 1
) [P LT (U U U L

Also: Je groBer n wird, desto mehr néhert sich die Binomialverteilung
der GauB'schen Normalverteilung an. .~ \_

Wir vergleichen diese Verdnderungsreihen bei verschiedenen p.

p = Wahrscheinlichkeit des einzelnen Erfolges. |

P: 0, o5 ) :

m=20  G%g¥  wm=57 64y ne Ay GLySPY u =200 G245 >4

St
H
!
ip
i
nith
1
ik

0;1‘3‘ = ; Ty

M A

Also: Je weiter p von 0,5 entfernt ist, desto groBere n muB man
nehmen, um eine gute Ubereinstimmung mit der Normalverteilung zu
haben.

Faustregel fiir ein Ubereinstimmung ist die Laplace-Bedingung
npgq>9

Bei seltenen Ereignissen, bei denen man auch
mit grofBeren n diese Bedingung nicht erfiilllen kann, liegt eine
Ubereinstimmung mit der Poissonverteilung vor.

P=0:05 pa0s
a0 n =§T " =407 '
N |
N b
011 F= 57 4 o)
/Mz 0,5- . /4-:7,5

- n=t{ou P =(,3 g‘iﬁ
Morwial yertel pug,
Ppett Othe ot
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Wenn keine passenden Tabellen vorliegen, ist demnoch oft eime einfache Bestimmung von
Wahrscheinlichkeiten bei der Binomialverteilung (n, p) méglich. Die ZufallsgroBe X ist die Trefferzahl.

] Wenn die Laplace-Bedingung erfiillt ist, gilt namlich niherungsweise die
Laplace-B edin gung folgende, der Normalverteilung entlehnte Tabelle, und zwar umso besser,

S 9 je weiter npq von 9 entfernt ist. _ _

npq Die Tabelle gilt auch , wenn X Einzelwert einer MeSBgrofie ist. Stellt
man sich unter X den Mittelwert einer Me8reihe aus n Werten VOr, SO
ist statt 6 nun o /vn einzusetzen. (Naheres hierzu auf Seite 26.)

P(|X-p|<szo0) P(X< p+zo)
Z°C
Abstand oc o<
von L oL 24 82 il
M, “3w, . 8 . AB L
Zwelseltlg | zweiseitig cinseitig cinseitig
innen auflen D (z) auflen
Z 4 @C‘)‘; 17, Normicrk 04
1 o*4
1 0,6826 0,3174 0,8413 0,1587
2 0,9546 0‘0 454 0,9773 0,0227
3 0,9974 0,0026 0.9987 0.0013
1,64 0.9 ' 0,1 0,95 0,05
1,96 0,95 0,05 0,975 0,025
233 0,98 0,02 0,99 0,01
32 0,998 0.002 0,999 0,001

Tabellen der Normalverteilung (Seite 24) enthalten samtliche z in Hundertstelschritten (oder feiner) und
die hier in der vorletzten Spalte aufgefithrten Wahrscheinlichkeiten. Sie werden mit ®(z) bezeichnet, und
es gilt der folgende Zusammenhang fiir eine diskrete annihernd normalverteilte ZufallsgroBe X:

P(X<k)-o (K r05=B \ & ke N . asog. Kr0S5=n
g (¢}

3

der Summand +0,5 bewirkt cine Stetigkeitskorrektur, denn z.B. ist die Binomialverteilung diskret,

wihrend die Normalverteilune stetig ist.

Konfidenzinterv all = Vertravensintervall. Bei einer Bernoullikette wurden unter n
Einzelversuchen k Treffer gezihit. Es soll nun angegeben werden, mit welchen wahren
Trefferwahrscheinlichkeiten p dieses Ergebnis vertriglich (auf dem Niveau « ) ist. Dabeiist «
vorgegeben und z wird aus der Tabelle oben (zweiseitiger Fall) oder auf Seite 24 rechts abgelesen. Man
kann nun genau, niherungsweise oder grob rechnen, je nachdem, ob man den ersten, den zweiten oder
den dritten Wurzelterm als rechte Seite nimmt. :

k k
l——(l-—)
<z 2. IM:Z. £ <z l% Es wird eine Angabe der Art p; <p < p,
n n n n .

errechnet. Mit einer statistischen Sicherheit von 1-« liegt das der Stichprobe zugrundeliegende wahre p in
diesem (bzw. naherungsweise oder grob in diesem ) Intervall [py p; ] Die Niherung ist etwa fiir
0,3 < k/n < 0,7 zulissig. Die Wurzelgleichung bei der genauen Rechnung reagiert numerisch empfindlich auf Rundungsfehler.

k
— - P
n




{
Hun vnepl s [} oK gk
Do " \_uxx..:v fa (k; ni p) ?: e . Binomlalvertellung
: Waheachainlichksitstuaikiion > 3 ST w ﬁxm \A . )
. ’ 0,50 E Fa (kinip) = M“ A;ﬁ. q T r:.:xrtr/h.:-__::ai::r:o: n_u_ joe ] < =i ~ -] .
ol (002 oo oo+ o005 010 w8 020 030 3 040 0S0) _ &b N Le = ga 2 & N
! O aQ a
A (3] 0.9604 9309 9218 9015 3100 G944 6400 4900 3444 o e ? _ 002 003 004 005 010 16 020 030 13 040 o.uo_ 8., > o 2 v.A S
i | 0)93 0581 0768 ags0 1800 1778 ji00 4300 t.x “a”o w“oo 0 ~ @ N El 3 =
b 0aoy 0009 0046 colf 0100 0378 0400 @900 Il Tml 0,1116 0476 0169 00§9 GUOQO 000G 0000 0000 moon mmnu ”Mww 'nm ] . Qunu a a4 m-
" 4y 11éa 1130 0 1946 ©371 0)71 000} 000G QGO0 00Q0 VOO s e
. R ewu.\ muuw WU.I .“:_VN HN“N “M“” “H“M Hmh 4)30 :Mo 2 “i.—.w ﬁw“u ._w_ 114} 0019 0000 000A 0003 0000 0000 VOO ,.0 H_u_ had mJ @ . <8 P .
w MWN.” Monw .”._:o ow.w“ nu.\o o494 09éa 1890 1113 1380 3750 1 8590 6471 (197 3378 0078 0000 0000 WOUG VOOO 000G 00VO [+ m o 3 o | camndid
0j70 od40 (aj0 |0 1 3i79 6289 )80 017 00n1 0000 00BO OGOG QAN 0000 P .l.\....l/n.v >Y..IL
3 0oal o0ot ooiy vosd ooda G170 0)7 Tl 9491 0000 0066 4000 - - a8 .oox 8
. 1 =] : . odt 4 984§ 9191 7884 4160 o054 vou; 0uwoo 0000 oo vﬂd T . mu.. e oy
0 o,9124 3855 3493 414§ o501 481y 4094 1400 1975 _ucm w ow 3 9039 9033 8934 7660 1174 001} 0QO1 QO0Q VOQO QUYL VOGO m il 3 0 T 5
i 07§5) 100§ 1416 1717 1910 353 4096 4ii0 1951 Z“o i s 12 9901t 989y 9517 1740 10484 00)8 000 Q000 0OGLA 000G QOO0 / o - = 5
2| varj vojt wodd oi1jf o4do tt57 1514 2040 G“m _.:a :wo \ 99nd 9948 9lio 9)d9 ji09 009j 0009 DOGO 0ODO GCOO 00O AT N ~ 35 -
3 516 13 N - =
3 0001 0003 0cof oy oljy o1sd 0756 09 (S0 ) , 0951 0911 D718 431) OI1] GOlj 000U 0000 GOOG AOQ P o m;.
4 oot oood ooio ocodt oriy oags 0daj ip! ' 9908 9978 988§ §3)1 0447 0057 0000 0000 0000 0000 folm m S = PR L
. < § ’ 009} D957 70Jo 0777 0116 0000 0000 GVOO 0000 [T = ~
; 3 so0F 4ot )377 1681 t317 0778 )i} ’ < . m
m o.wwx w”m“ ﬂ“ww qum wwum Hc_o s008 j601 jag1r 1502 1543 14 9993 998§ 8013 1197 015) 0ona 000G 0000 0000 - -F - wA % o
2 00)3 0031 0142 03ty 0719 1608 1048 1087 391 3456 yiig 3 999§ 4781 1000 069 00GUI 0000 0CVO 00GO B - m.v el o
3 000t ouo} 0004 00t 008t 0323 O§I2 133} 1640 2)0¢ Jlij 2 9999 9174 1374 o8o} 0001 ouoo ocoo vogo ' | s mw 5 ﬂ
n ! uoo} cojz 0084 o0idy o411 0768 58y | 9601 1877 1313{ o000y ouoo 0000 0000 w. °© . 8 e} Pt
5 oLOL OGO} 0034 004l Qial ojIr}) Tm! H 9794 191: 191} 0COIO0 QOGI 0O0QO 0000 q - fas o =3 w.s 9
p— N 474 0467 atgd |6 9900 §994§ 1741 QOll 0301 000G QQLO q M ﬂ.9 I m. U
a1 0] 0.83,4 8)j0 7924 7)15r sit4 1349 624 _:.w wau _“ow 0038 |5 9954 494f 3611 004} ovaf ovoa ocuce 2 3 m.v o =
' 1037 1548 1957 3131 3s4) 4019 U943 3O ~_w ira aave 14 o980 780; 1001 Golg 0011 8000 0900 g = 2 N 35 o
2 00§ 9ilu 0304 0jof 09d4 Eow Hid 134l ) cx ot JI1 3 9991 3481 5597 0147 onay oovo o000 N — ~ (0] W O
1 0002 oouf ooil ooilruvi40 05}d adig n_.u: Mwmw .._._\mw W:w 2 . 9097 8998 4540 0188 coy3 aooo 0aao — i X o ol =t
1 oout oot1 oafo o5y 059} o s eaid 14 i 9099 9j70 7189 0479 009i 000l 0000 1Y e = T a
5 bout 0aga 0013 0101 0195 ) ~ $:1 8109 o035} 0184 oou) acao o < w 174
5 oisé |@ 98 - W) e
5 0001 00G7 DOty 0G41 R _ = = K & 5
B N Binomialverteilung [0s8 037 o0ss 0ss os0] S g & S
‘n: = [N} qk K .
lg (Kinjp) = T,v p* 9" Wahrschalolichkellstunktion 2/ [37) 0.978) 1686 1136 0131 ooad cooe A a. 1 " = w
AN 25 o881 911§ 1431 o0ys4 voii oaoo TS "ﬂ ™ N @ =
|” — 602 003 004 005 010 /6 020 030 1/3 Q40 050 _ B P 6 99)¥ 9442 3244 0713 o001y o000 o /=\ — M S ..nﬂ o
—] - - . - ) n.M, 04¢ 050 27| 9969 9458 1964 1064 0044 caco e O = > 5 M;
§ 82 ol7} oado oalo : 28 98§ g98oc )76 1514 oody coca v > =
O} 0,171 7374 6648 5987 437 141§ 1074 O2 ; s )
1 (647 1381 1770 1§ yd74 1310 3684 1311 o887 040} Mcom ” ‘ﬂ. 0.0996 9719 4601 (s0] |23 9991 9343 81 109j oi4d ocaage - an . 5 il WM o
, 3| oi5y 0147 051y 0746 1917 1907 jeia 11)T 19SK 1309 04l9 7 50| 9908 o8j3 yyed |49l 301 9097 9919 g4ut 1768 0143 oaoo L 3 S w 81
3| ocod ooia oosd ato g7y tyjo 101} 2048 1d01 u&w 1172 § 51|  goga ooa 4178 [48] |31 9999 99d9 dyyv 51 o)pt ocoaq o F - P
’ 4 ouol caoy owta atil os4) odbi 1001 3176 150 uow_ 5 52 0941 dory |47 |32 998F 7107 4144 061§ owol w =- oy &2,
E] ooar woiy 9i)o n:r. _omo 1164 Sow 1461 p o AT IR A 3 999) 779) 5148 091) aoo oh — 2, = m ot
§ oual ool ovosi 0348 osé9 1y 3051 M 54 vod) Bigp [4§ 24 9993 37t 401y 130} 0GoD 0/0 /Ou O 1] o n
! oual cood 0990 ouil fuw n.._.: 2 55 9994 dagy [44] [35 9099 8859 480 i179] ool LIPS Wa... o IS
5 o0of o0l4 00j0 Of s :w . 55 9996 9oy [43] |38 9999 9104 7301 21)86 00)) Q ) w aQ
3 2001 9991 224t aota | o0 57 oyt gyy [42] (37 o170 #14) jodd oodo G o 37
10 oaai v 58 voos o537 41| |08 9660 8430 811 oiel B 3 w i 3,
-~ e e 1] 9714 (40| Jas 9790 901y 464 o.wa = W o m.
i0f . § ] 01l [N
3 \um.xlﬁ \«v Binomlalvertellung fo paay fas| 1 ohi ont i ek £ 8 5 s g
— n A| = = § 9893 a I o |
Fg (kin;p) = ¥ A; p'q" Vertallungstunkiion 52 ovjo |37 |42 9960 Y714 6987 04ds ¥ r=> o 5 @
= 9e7 36| ¥ 9979 08)1 763§ agdy i s S .9 = H
2\ 53 DLy F X il E)
(%] 13 040 omi &4 o9ly |15 4 9989 9vaa 8111 4356 g 2 3 5 o
x][ 02 oo oo+ 005 00 we 020 030 40 050 | & oy 35l |1 201 pvan Rat s F5 | i@
1 - ; 6a ooto | 8 s laal 46 9997 9089 vaja 14l > 2 o 3 \O
o 0,817 oo4d 5987 3487 101§ 1074 o1d2 oi7) o 66 999 2 ; » I S S
1 ow.“.._ W.”ﬂ f? _w_:. 7181 4845 1753 3491 1040 0464 aro7 w 67 gnos [3a] |47 9999 ovdj 9361 jody RIS 2 o mll WA
2| 9991 9971 9938 9¥3T 91pd 7751 6779 1828 2994 1673 0547 . 8] 9999 {31} |48 999 9994 93577 jdu2 2 3 A 8
6 o 9471 9j0) 791 6496 5593 ¥y 1719 - - L. e % & S I
; 9999 999 WWW@ 9984 9345 9673 8497 7389 S1ji 4770 | $ | 23 060 050 ||k 5/6 080 070 23 060 050 i PN 25 3
5 99uy 9978 9916 93527 9344 8313 S2j0 A \2/ 2% @ 3 [\
6 9997 9994 9894 980y 9452 3381 |3 [ N o § ('S .
7 9999 9934 9966 9877 945) | 2 Baisprol’ £ {60; 100, 0.50) = 0,981 y; Micht aulgeluivla Werls sind {aul 4 Doz ) 1.0060. 3 g WS B )
4 9999 9994 993) 93g) |1 U=l paO ’ ¢ § R = 3 oo
9 2999 9999 | 0] = e .\«r £0)=74€ P2l l¢ reabéy E -} 7
T 460)=79€2¢ . I
’
i P(X% %N\/\\M\Qu\xlxh“ﬁ\b\}\




Ha95 -23 b -

kumulierte Wahrscheinlichkeits-

20 und n=50.
1-P(X<3) =1-0,867=0,133 = 13%.

inomialverteilung

Tabellen der B

links unten und rechts die

Statisti
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siehe Seite 23 a.

10 und n

n

1st

Tabelliert

Wahrscheinliclkeit fitr k oder weniger Treffer.

Verteilungsfunktion fiir n=2...9, n

P(X24)

n=20, p=0,1
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Statistik  Tabellen der Normalverteilung Ha95 -24 -

Tabelliert ist die kumulierte Wahrscheinlichkeits- Verteilungsfunktion der Standard- Normalvertetlung. Mit
der Vorsilbe "Standard" driickt man aus, daf3 der Erwartungswert = 0 und die Standardabweichung = 1 ist.
Ihr Gebrauch ist fiir diskrete ZufallsgroBen (z.B. Trefferzahlen im Bernoulliversuch) auf Seite 22 erklart,
Fiir MeBgroBen finden sich die Hinweise auf Seite 26. ' '

== 1r
3 Z
Schranken der Standardnormalverteilung 4} o,
Diese Tabelle rechts erginzt die unteren vier Zeilen der Tabelle von oc. pweiscitis cinseitig
Seite 22 z. Sie ist passend fiir die Vorgabe des Signifikanzniveaus a =z =
eingerichtet. 0,000001 | 4,891638 4,753424
Beispiele: Mit a=1% Wahrscheinlichkeit wird das Ergebnis des ! 8-888?‘ ;;;Z};;; ;3?;g?é
Versuchs (der gemessene Wert der Zufallsgrofe) auflerhalb der 2,576 0.001 11200527 3090232
-Umgebung des Erwartungswertes u liegen: P(|X-u[2 2,576:0 )= 1 % | g.q05 2,807034 2,575829
0,01 2,575829 2,326348
Mit 98% Wahrscheinlichkeit wird das Ergebnis des Versuchs (der 8%55 ;;jﬁgg f-ggg;éz
gemessene Wert der Zufa!lsgroBe) innerhalb der 2,326-?’ -Umgebung 0.03 2.170090 1880794
des Erwartungswertes p liegen: P(]X-p|<2,326-0 )=98% 0,04 2,053749 1750636
0,05 1,959964 1,644854
Ein Wert, der mehr als 3,72:0 groBer ist als der Erwartungswert, ist 3'8-6, / :g??g?f :Z;S‘;;‘l‘
hochsignifikant zu groB ( Niveau 0,01% beim einseitigen Test) . 0.08 1750686 1405072
P(X = p+ 2,32600)=98% 0,09 1,695398 1,340755
0,1 ,644854 1,281552
@ 0.2 1,281552 0,841621
X=1 NormxerteNormalverteilung = (=) . 0.3 1,036431 0,524401
: Vo 0,4 0.841621 0,253347
2| f ) [ M) [ [ [ =] oD = | #x) [ =] =) 05 . 0,674490 0,000000
000}0.80000.60{0a0t61.00]0.8413}1.50{0.0332}2.00(09773( 2.50 0.0838 | 3.0} 0.0987
0.01 | 0.5040 |} 0.51 | 0.6950 || 1.01 | 0.8438 || 1.51 | 0.9345 || 2.01 | 0.9778 § 2.51 0.9940 § 3.1 | 0.9990
0.02 | 6.5080 || 0.52 | 0.6985 § 1.02 | 0.8461 || 1.52 | 0.9357 | 2.02{ 0.9783 | 2.52 0.9941 §3.21{ 0.9993
003 10.5120 § 0.5 | 0.7019 || 1.03] 0.8485 || 1.53 | 0.9370 § 2.03 | 0.9738 § 2.53 { 0.9943 1.310.9995
0.04 1 0.5160 |! 0.54 | 0.7054 § 1.04 § 0.8508 || 1.54 | 9.9382 | 2.04 0.9793 [ 2.54 | 0.9945 § 3.4 { 0.9997
0.05 1 0.5199 5 0.55 { 0.7088 § 1.05| 0.8531 || 1.55 | 0.9394 § 2.05 | 0.0708 ] 2.55 { 0.99465 31.5] 0.9998
0.06 | 0.5239 £ 0.56 { 0.7123 § 1.06 | 0.8554 § 1.66 0.9406 § 2.06 { 0.9803 | 2.56 | 0.9948 { 3.6 { 0.9998
0.07 | 0.5279 §0.57 [ 0.7157 § 1.07 | 0.8577 || 1.67 ] 0.9418 { 2.07 | 0.0808 2.57 § 0.9949 § 3.7 0.9999
0081 0.5319 § 0.58 | 0.7490 { 1.08 | 0.8599 || 1.58 | 0.9429 | 2.08 | 0.9812 § 2.58 | 09951 § 3.8 | 0.9999
0.09 | 0.5359 § 0.59 | 0.7224 } 1.00 | 0.8621 | 1.59 | 0.9441 [ 2.00 | 0.9817 § 2.50 | 0.9952 | 2.9 | 0.9909
0.10/0.5308 1 0.60 {0.7257 | 1.10{ 0.8643 {| 1.00 | 0.9452 | 2.10] 0.0821 | 2.00 | 0.0053 Beim Hypothesentest gilt:
0.1 0.5438 § 0.61 | 0.7201 | 1.11 | 0.8665 | 1.61 | 0.9463 | 2.11 | 0.9825 | 2.61 | 0.9955 . L
0.12 | 0.5178 {1 0.62 | 0.7324 | 1.12 | 0.8686 || 1.62 [ 0.9474 | 2.12 | 0.9830 | 2.62 | 0.9956 P ( X aus kritischem Gebiet ) = «
013 10.5517 §0.63 1 0.7357 § 1.13] 0.8708 {} 1.63 | 0.9484 | 213 | 0.9834 § 2.63 | 0.9u57
0.14 1 0.5557 § 0.64 { 0.7389 { 1.14 ] 0.8729 || 1.64 | 0.9495 | 2.14 0.9838 | 2.64 | 0.9959 .
0.15 | 0.5396 § 0.65 { 0.7422 1.5} 0.8749 {| 1.65 | 0.9505 § 2.15 0.9842 § 2.65 | 09.9960 11 1 1 1
0.16 | 0.5636 || 0.06 | 0.7454 | 1.16 | 0.8770 || 1.66 | 0.9515 | 2.16 | 0.9845 § 2.66 | 0.9961 Das kritische Gebiet ergibt sich
QIT {05675 § 0.67 { 0.7486 | 1.7} 0.8790 §f 1.67 | 0.9525 | 2.17 | 0.9850 2.67 | 0.9962 entweder aus dem Vorgegebenen ¢4
0.18 | 0.5714 | 068 {0.7517 | 1.18 | 0.8810 [} 1.68 | 0.8535 | 2.18 | 0.9854 § 2.58 | 0.9963 q danach oben abeel
019 0.5753 || 0.69 ] 0.7540 | 1.19 | 0.8830 || 1.69 | 0.9345 § 2.19 | 0.9857 § 2.59 | 0.9964 und dem danach oben abgelesenen
0.2010.5793 1 6.70 | 0.7580 | 1,20 0.8849 | 1.70| 0.0554 | 2.20} 0.9801 § 2.70| 0.0085 Wert ﬁirz
921 | 0.5832 § 0.71 {07611 § 1.21 | 08869 | 1.71 | 0.9561 || 2.21 | 0.9864 § 2.71 | 0.9966 g ,
0.22 | 0.5871 § 0.72 | 0.7642 § 1.22 | 0.0868 || 1.72 | 0.9573 | 2.22 | 0.9808 § 2.12 | 0.9967 oder aus dem Versuchsergebnis
023} 0.5010 | 0.73 | 0.7673 | 1.23 | vgvo7 || 1.73 | 0.0382 || 223 | 00871 | 2.73 | 0.0068 ©
024 10.5948 | 0.74 | 0.7704 | 1.24 | 0.8925 || 1.74 | 0.939% | 2.24 | 0.9875 | 2.74 | 0.0969 und den im Sinne der Hypothese H,
0.25 | 0.5987 § 0.15 | 0.774 § 1.25 | 0.8944 || 1.75 | 0.9599 | 2.25 | 0.9878 § 2.75 | 0.9970 K H M
0.26 1 0.6026 | 0.76 | 0.7764 | 1.26 | 0.8962 | 1.76 | 0.9608 || 2.26 | 0.9881 ¥ 2.76 | 0.9971 nOCh g}lnstlgere.n Wert_en' In dlesem
0.27 ) 0.6064 § 0.77 [ 0.7794 {1.27 | 0.8980 || 1.77 | 0.9616 | 2.27 | 0.9884 | 2.77 | 0.9972 Fall wird o« mit der linken Tabelle
0.28 | 0.G103 § 0.7 | 0.7823 | 1.28 | 0.8097 [ 1.78 | 0.9625 | 2.28 | 0.9887 § 2.78 | 0.9u73 .
029 | 0.6141 | 0.79 §0.7852 § 1.29 { 0.9015 {| 1.79 | 0.9633 || 2.29 | 0.5890 } 2.79 | 0.9974 bestimmt.
0.30)0.81701080}0.788131.30]0.9032 1.80}0.9641 | 2.30{0.0803 { 2.80{ 0.0974
D31 1 OG2ET §OBL L 07910 || 131 Doty [ 1.81 § 0.064y § 221 | 09896 § 2 81 | 0.997s L.
0.32 1 0.6255 | 0.82 | 0.7939 § 1.32 | 0.9066 || 1.82 | 0.9656 | 2.32 | 0.9898 § 2.82 | 0.9976 Bei. ple/.'

031106293 § 081} 0.7967 #1133 ) 09082 || 1.87 | 0.9664 § 2.33 | 0.9001 § 2.81} 0.9977 . . I
03| 06331 foad| 07995 | 1.34| 00099 || 1:84 | 0.9671 | 2.34 | 0.0004 § 2.84 | 00977 Ist das Versuchsergebnis kleiner als
0.35 1 0.6368 | 0.65 |.0.8023 | 1.35 | 0.9115 || 1.85 | 0.9678 | 2.35 | 0.9005 | 2.85 | 0.0078 . . :
0.36 1 0.6406 § 086 | 08051 ¥ 1.36 | 09131 || 1.86 | 0.9686 § 2.35 | 0.9909 | 2.85 | 0.9979 o o- 240, 80  ist das eine
0.37 1 0.6443 § 0.87 | 0.8079 § 1.37 | 0.9047 | 1.87 | 0.9693 [ 2.7 | 0.0911 | 2.87 | 0.9979 signifikante Abweichung auf dem

0.38 [ 0.6430 § 0.83 } 0.3106 § 1.38 | 0.9162 || 1.88 | 0.9699 § 2.38 | 0 9913 § 2.88 | 0.9980 -

0.39| 0.6517 5§ 0.89 | 0.8133 § 1.39{ 0.9177 [} 1.89 | 0.9706 § 2.9 { 0.9916 § 2.89 | 0.9981 vaeau von

0.4010.0554 1 0.9010.8159 § 1.40}0.9102 ) 1.00{0.9713 ] 2.40/0.9518 § 2.00{ 0.9081 — =1_ =1. =
B L UG39T {091 {08186 [ 141 Y uu207 || 193 | 00719 § 2.41 ] 0.9920 § 2.91 ] o.ouu2 a—®(-2!4) 1®(2’4) 10!9918
04206628 || 092]0.8212 § 142 ] 09222 [{ 1.92 | 0.9725 [ 2.42 | 0.9922 | 2.92 ] 0.9083 o im einseiticenTest.

0.43 | 0.6664 § 093 | 0.8238 | 1.43 | 0.9236 | 1.93 | 0.9732 { 2.43 ] 0.0925 § 2.93 | 0.9083 0:2_/0 bem3 Cl.n‘Selt!g Tes .

044 | 0.6700 § 0.94 | 0.8264 § 144 | 0.9251 |f 1.94 { 0.9738 | 2.44 | 0.9927 | 2.94 | 0.0084 Beim zweiseitigen Test ist das
M5 | BGTI6 § 005 1 0.R28% § 1.45 | 0.9265 | 1.6 | 0.0744 § 2.45 | 0.9729 § 2.05 | n.99n4 . A . A0 -
0.46 | 0.6772 2096 | 08315 f 146 | 05279 | 1.96 | 0.9750 § 2.46 | u.v93) § 298 | v.yues Signifikanzniveau dann 0,4%.

0.17 | 0.6B08 4 097 | 0.8740 § 1.47 | 0.9292 [ 1.97 | 0.9756 § 2.47 | 0.9932 § 2.97 | 0.0085

018 0GB44 JUOB | 08165 § 148 | v.uIue § 1.98 | 09761 § 245 | 0.0034 2.98 | 0.9986

0.49{ 0.6879 § 0.99 | 0.8389 § 1.49 | 0.9319 || 1,99 0.9767 § 2.49 | 0.99356 } 2.99 | 0.098s
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Beim Hypothesentest mochte man eine Hypothese H, statistisch sichern. Dazu
formuliert man die Hypothese H; in einer dem Problem entsprechenden mathematischen
Form und stellt ihr logisches Gegenteil als Nullhypothese H, gegeniiber.

Beide Hypothesen beziehen sich auf eine mogliche Eigenschaft der Grundgesamtheit.
Um die Entscheidung herbeizufiihren, macht man einen Zufallsversuch.

Man klart die Voraussetzungen und entscheidet sich fur ein mathematisches Modell. Zu
diesem gehort dann eine Priifgrofe.

Nun ist die Priifgrofie zu bestimmen,

das ist bei Verwendung der Binomialverteilung die beobachtete Zahl k der Erfolge , bei der
Normalverteilung ist es z, bei der t-Verteilung t, bei der F-Verteilung F ...

Man entscheidet sich, ob zwei- ober einseitig zu testen ist. Ein einseitiger Test ist nur
zuldssig, wenn man vorher eine begriindete Aussage dber die Richtung des
Versuchsausgangs machen kann. :

Die PriufgroBe (also: das Versuchsergebnis ) und alle im Sinne der Hypothese H; noch
giinstigeren Fille definieren das kritische Gebiet.

Direkt oder mit Hilfe von Tabellen bestimmt man nun die Wahrscheinlichkeit, mit der ein
Versuchsergebnis eines ebensolchen Versuchs rein zufillig in das kritische Gebiet fillt,

Das Kiiken-

problem
H, : Kiiken

" lieben von Ge-

burt an runde
Korner.

Pickversuch

Jja=@ nein =4
viele, Attrappen,
dann ist p konstant.

Es hat 3 runde unter
5 Kornern gepickt.
k=3

Binomialverteilung

eipseitig, da man
weif3, dafl spater rur
runde Korner
gepickt werden.

H,p<03
H p>03

wenn die Nullhypothese H, gilt. Diese Wahrscheinlichkeit hei3t Irrtums- .
wahrscheinlichkeit « . Ist a klein, entscheidet man sich fiir die Annahme von H,.
Mit der Wahrscheinlichkeit ¢ gilt tritt aber die Beobachtung ein, wenn in Wahrheit H;

2

gilt, mit dieser Wahrscheinlichkeit irrt man sich also.

a=5% schwach s. , @=3% signifikant, ¢=~1% sehrs., ©=0,1% hochsignifikant

Man sagt: H, kann mit der statistischen Sicherheit von 1-¢¢ angenommen werden. H,
kann mit der Irrtumswahrscheinlichkeit o angenommen werden. H, kann mit.......
verworfen werden.

Ist aber o groBer als man bei dem Problem akzeptieren kann, so muf3 man H, (noch)
beibehalten und es ist nicht entschieden, was nun richtig ist. "Man konnte H, aufgrund
dieser Untersuchung nicht verwerfen".

Es ist falsch zu sagen: Ho ist mit der Sicherheit 1- & erwiesen, daher ist auch das Wort
Annahmebereich fiir H, falsch, es kann nur Beibehaltungsbereich von H, heifen.

o ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1.Art. Der Fehler 2.Art ist, H; beizubehalten, obwohl
H, in Wahrheit zutrifft. Seine Wahrscheinlichkeit 3 kann man meist nur grob abschétzen, denn man
kennt lediglich beim Alternativtest die Parameter der zu H, gehdrenden Verteilung,.

andere Moglichkeit: Man legt ein Signifikanzniveau o fest, (wie es fiir solche Probleme
"tiblich" ist) und bestimmt die zu diesem o gehoérige Priifgrofle und deren kritisches Gebiet
bei Giiltigkeit von H,. Fillt dann die zum Versuchsergebnis gehorige PrifgréBe in dieses
kritische Gebiet (=Ablehnungsbereich von H,, Verwerfungsbereich von H,) , so nimmt man
H, auf dem Signifikanzniveau a an. (Sonstige Redeweisen wie oben.) Dieses Vorgehen
bietet sich insbesondere an, wenn der Versuch oft bei gleichen Voraussetzungen gemacht
wird, wie es in der Qualititskontrolle der Fall ist. D.h. man "arbeitet mit einer
Entscheidungsregel”.

Durch einen Zufallsversuch gilt etwas (die Hypothese H, ) als statistisch
erwiesen auf dem Niveau «, wenn bei Annahmg des Gegenteils &
(nadmlich bei Annahme von H,) das Versuchsergebﬁi;g nur die geringe |t
Wahrschcinlichkeit o hat. ‘

keitisches Gebiet
{3,4,5}
a=P(X>3)=
P(X=3)+P(X=4)
P(X=5)= 13%+
2,8%+0,2%=
16% @ ist

sehr grof.

Dieser Pick-
versuch
konnte noch
nicht unsere
Vermutung
bestitigen.
Wir werden
nun ldngere
Pickserien
priifen.
neue Beobachtung
=20 k=12
=P(X>12)
1-P(X<11)
=1-0.9949
=0,51%

Dieser Versuch
zeigt sehr
signifikant die
angeborans Foritew
be von Kitken fir

runde Korner.
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Einfiihrungsbeispiel zum Hypothesentest (Gromides A Enge) Hyp Selte 1

Mathix arbeztet nun am Konrad—
Lorenz-Institut als Verhaltensforscher.

Schritt 1 Anlass und Planung
Weil erwachsene Hithner fast
ausschlieBlich auf runde Korner
picken fragen die Forscher, ob das ein
erlerntes  oder ein  angeborenes
Verhalten ist. Sie planen, frisch
geschliipften Kitken Kreis- und
Dreiecks-Attrappen vorzulegen.

Schritt 2 Pickversuch

Das Kiiken pickt n-mal, dabei trifft es klar entscheidbar Kreis oder Dreieck.
(Dxe Attrappen ditrfen sich nicht tberlappen.)

Die Wahrscheinlichkeit p, einen Kreis zu plcken ist fir Jedes Picken gleich,
. wenn alles Attrappen sind,

. wenn eine groBe Anzahl Attrappen da ist.

Damit ist der Pickversuch eine Bemoullikette und die Verteilung der
ZufallsgroBe X=Anzahl der gepickten Kreise ist die Binomialverteilung.

Schritt 3 Formulierung der Hypothesen
Nullhypothese H,
Die Kiiken haben keinerlei angeborene Vorliebe,
P 1St @ochstens) gleich dem Anteil der Kreise unter allen Attrappen,
p=30%
Forschungshypothese H,
Die Vorliebe fiir Kreise ist angeboren, p ist groBer als es dem Anteil der
Kreise nach sein durtie, p>30%

Schritt 4 Beobachtung und Rechnungen unter H, [, PX=1)
Mathix beobachtet, wie ein Kiken g 0 0,1681
schliipft und 5-mal pickt, dabei sind 3 | 10,3602
Kreise 20,3087

C 3 0,1323
GeméalB H, ist n=5, k=3. 4 0,0284
Das kritische Gebiet ist {3,4,5}, die 50,0024

Beobachtung und alle im Sinne von H,

noch giinstigeren Fille. o= P(X>3)=0,1323+0,0284+0,0024=0,1631=16%
Diese Irrtumswahrscheinlichkeit ist viel zu hoch. ]
Mit diesem Versuch kann man gar nichts beweisen. (Auch nicht H 1)
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Einfuhrungsbeispiel zum Hypothesentest rndiee arur sagen Hyp.-Seite 2

Schritt 4 Zweite Beobachtung und Rechnungen unter H,
Mathix beobachtet nochmals, wie ein Kitken schlipft und
20-mal pickt, dabe1 sind 12 Kreise.

GemdB H, ist n=20, k=12 und es gﬂt folgende Verteilung:

Das

{12,13,..20}, die Beobachtung :':
und alle im Sinne von H, noch |..
glinstigeren Falle. i
¢ =P(X>12) = 1-P(X<11) =

1-0,9949 = 0,0051=0,5%<0,6%

Diese Irttumswahrscheinlichkeit " T TTE] | 0.0039 0.9987
o ist sehr klein. , 13 0,0010 0,9997
Antworten (alternativ) 14 10,0002 11,0000

>

»

- Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit unter 1% kann

P(X=k) P(X<k)
0,0008 0,0008
0,0068 0,0076
0,0278 0,0355
0,0716 0,1071
0,1304 0,2375
0,1789 0,4164
0,1916 0,6080
0,1643 0,7723
0,1144 0,8867
0,0654 0,9520
10 0,0308 0,9829
11 0,0120 0,9949

kritische  Gebiet  ist

O 000 N W» bW~ O

15 0,0000 1,0000

man behaupten, Kiiken haben eine angeborene

Vorliebe fur runde Korner.

Auf einem Signifikanzniveau von weniger als 1% kann man die
Behauptung, Kitken haben eine angeborene Vorliebe fiir runde Komer,
halten.

Mit einer statistischen Sicherheit von mindestens 99% haben Kiiken eine
angeborene Vorliebe fiir runde Koérner, lernen also nicht erst durch
Erfahrung, dass nur runde Korner schmecken. |

Wir konnten mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit unter 1% die
Nullhypothese, Kiiken lernten das giinstige Picken erst durch Erfahrung,
verwerfen. Damit vertreten wir die Hypothese, ihre Vorliebe fir runde
Kormer sei angeboren.

Unser Pickversuch zeigte eine hochsignifikante (Niveau kleiner als 1%)
Erhohung des Pickanteils fiir Kreise. Daher glauben wir eher an eine
angeborene Vorliebe. |

Wenn Kitken wirklich erst durch Erfabhrung lernten, dass nur runde
Korner schmecken, widre unser Versuchsergebnis nur mit emer
Wahrscheinlichkeit von weniger als 1% eingetreten. Mit dieser geringen
Wahrscheinlichkeit begehen wir also einen Irrtum, wenn wir nun im
Gegenteil behaupten, ihre Vorliebe sei angeboren.

Beziehen Sie die Antwort stets auf die Aufgabensituation!

Anmerkung: n=10, k=6 kann gut vorher noch betrachtet werden. Beachten
Sie, dass bei dieser Beispielserie n und k stets im gleichen Verhdltnis stehen.
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: : /
auf der Gnmd]ajge emer Bemnoullikette

Bei einem Bernoulliversuch muss eine eindeutige ja/nein-Entscheidung moglich sein.
Erfolg (ja) trete mit der Wahrscheinlichkeit p ein.

Eine Bernoullikette der Liinge n besteht aus n Bernoulliversuchen, also n eindeutigen
ja/nein-Entscheidungen. Dabei muss die Erfolgswahrscheinlichlichkeit jedesmatl p sein.
m.a.W. p muss konstant sein, die einzelnen Bernoulliversuch miissen unabhingig sein.

Die ZufallsgroBe X ist die Zahl der Erfolge (der ja-Antworten, der Treffer) in der
Bernoullikette.

Dann ist X binomialverteilt. Dann wird also die Wahrscheinlichkeit, dass die Zahl der
Erfolge rein zufillig k ist so berechnet: P(X=k)= (n iiber k) p* q=*

Wetter gilt fiir den Erwartungswert 1 von X p=np

und fir die Standardabweichung o =Wurzel(npq) .

Im Folgenden liege also ein Zufallsversuch vor, der eine Bernoullikette der Linge n ist.
n heifit auch Stichprobenumfang. Unter den n Versuchen habe man k Erfolge gehabt.

Beispiele fiir solche Zufallsversuche sind:
Eine Umfrage unter n zufillig aus geniigend groBer Anzahl ausgewihlten Personen, von
denen k mit "ja" geantwortet haben.

Eine Stichprobe von n zufillig aus geniigend grofer Anzahl ausgewihlten Geriten, von
denen k defekt waren.

]
1
1

Zwelseitig

X E X

Das Versuchsergebnis k und alle imSinne der (eigentlichen) Hypothese noch giinstigeren
Werte fiir X bestimmen das kritische Gebiet. Die Irrtumswahrscheinlichkeit o ist die
Wahrscheinlichkeit, dass das Versuchsergebnis rein zufillig in das kritische Gebiet fillt,
wenn Ho richtig ist.

Ein einseitiger Test ist nur zuldssig, wenn man vor der Durchfithrung begriinden kann,
warum dic Abweichung vom Ublichen vermutlich nur in einer Richtung zu erwarten ist.

Beispiet - ' Werte entsprechend Ho
- n , k po= wo ;. .. OO .
i 10 - '8 .03 . 3 145
Hypothesen  einseitig - - einseitig - - - - zweiseilig
~ Ho™ po<=p | . p<=po ‘ . PFpo
. THYEE p<po_ - : posp - -~ P#po
. P(X<=k) - o P{X>=k) letwa das Doppelte Hes einseitigen
0,9894 - o 0,0473 : .a,
0,0473 : 0,0947

Ist nun « kleiner als 5%, so kann man H1 annehmen und Ho verwerfen.
HI ist dann auf dem 5% -Signifikanzniveau statistisch gesichert.

Mit einer statistischen Sicherheit von 95% nimmt man H1 an.

Bei diesem Beispicl kann man also H1 annchmen, wenn ein einseitiger Test zulissip war.
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Aufgabe: Im Hotel "Goldener Wiirfel' waren bisher immer 30% der Giste

"Durchreisende”, die nur eine Nacht biieben. Der Hotelier greift auf der Kartei 50 Giste
zufillig heraus und stellt fest, dass 22 von ihnen bei threm letzten Besuch nur eine Nacht
blieben. Kann er behaupten, der Anteil der Durchreisenden habe sich verindert?

T4

S012 —

0 3 6 ©

24 27 30 33 36 WV 42 45 48

Kritisches Gebiet ~
Einseitiger Test
{22,2324.25,....... }

Zweiseitiger Test

{0.1,....,8.7,8, 2223.24..}

N&hrungsweise wird
P(X>=22) berechnet und
dieser Wert doppelt
genommen.

12 15 18 21
Beispiel Werte entsprechend Ho
e n K po = 10 oo
C 50 22 0,3 15 3,24
Hypothesen einseitig einseitig Zweiseitig
" Ho po<=p p<=po p=po
H1 p<po po<p p #po
: . P(X<=k) PX>=k) das Doppelte des einseitigen
0,9877 o 0,02571 o
0,0251 0,0502

Dreser Block berechnet Jeden Hypothensentest des Bernoullityps. Fdr dieses Beispiel
hétte man die erste einseitig-Spalte nicht gebraucht.

Wegen dieser allgemeinen Anwendungsmdgichkeit in der Tabellenkalkutation wird das
einseitige Alpha als Minimum der beiden Werte berechnet.

Genauerer Wert filr zweiseitig: P(X<=8)+P(X>=22)= 0,0433

Antwort: Er hat eine schwach signifikante Abweichung von einem Durchreisenden-Anteil
von 30% beobachtet.

Aufgaben-Variante: Der Howelier vom "goldenen Wurfei" hat :c‘lcn lange den
Eindruck, dass es mehr durchreisende Géste gibt als frither, wo es steR 30% waren. Fr
greift aus der Kartei 50 Giste zufillig heraus und steilt fest, dass 22 von ihnen bei ihrem
letzten Besuch nur eine Nacht blieben. Kann er behaupten, der Anteil der Durchreisenden
habe sich erhoht?

Rechnung siehe oben.

Antwort: Er hat eine signifikante Erh6hung ( Signifikanzniveau 2,5%) des
Durchrexsenden—Antexls beobachtet. Mit einer statistischen Sicherheit von etwa 97,5%
kann er dvon ausgehen, dass es nun mehr Durchreisende gibt als friher.

(Hier war einseitiger Test erlaubt, du er vorher schon eine Erhéhung vermutet haite.)

Anmerkung
Diese Seite wurde erstellt mit StarCale, der Tabellenkalkulation des den Schulen kostenios

zur Verfiigung gestellten StarOffice der Firma StarDivision.
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Stochastik Tests und Fehler

Betrachtet wird eine zu H, gehérige Verteilung und ein einseitiger Test mit

Hy:  p> py. Weiter hat man eine Versuchsergebnis v=£ und kann daraus
n

das Signifikanzniveau « berechnen, im Bild dargestellt. Das ergibt einen
"Signifikanztest". In anderer Auffassung kann man sich auch « vorher
gewahlt denken und das v bestimmen, das dann er Versuch erreichen muss,
damit man H, auf diesen Niveau annimmt.

Vorausgesetzt wird in der zu diesem Bild gehdrigen GeoGebra-Datei, dass es
sich um eine binomialverteilte ZufallsgréRe handelt, die man mit der
Normalverteilung angenéhert darstellt. Dadurch hat man eine stetige Kurve und

Kenntnisvon o =./n p(1-p) .

Die Gleichung der Randkurve (Wahrscheilichkeits-Dichte-Funktion) ist
__(x=p)*
- h 2 np(1-p)
O i) © |
In der linken Verteilung ist Hy: p=py, die rechte entspricht H;: p= Dp-
Der Signifikanztest sagt bekanntlich nichts iiber die GréRe von Py aus.
Je nach Gré3e von ergeben sich andere Beta-Fehler.
Bei gleicher gréRe von p, sinkt der Beta-Fehler aber auch, wenn n goéRer wird.
Der Test wird "trennschérfer". Dann reichen auch schon kleinere v fiir eine
Signifikant aus. Diese Zusammenhznge kann man in der GeoGebra-Datei

erkunden. Sonst werden OC-Kurven (Operationscharakteristik) zum Unterscheiden von
Testssituatuonen und zum Betrachten der Beta-Fehler genutz. Diese OC-Kurven kann man hiermit

besser verstehen.
2 Freie Objekte
~On=50 B Statistische Test
"op=03 | H Visualisierung der Fehler _
—@ pb=0.5 12 o p=03 pb =05 H Variiere pb zuerst.
----- Cv=04 | : . . 1 dannv, beobachte a und B
A Abhéngige Objekte 101 Betrachte dann die Rolie von n
----- O A=(0.3,0) )
----- O B = (0.5, 0) 8
..... @a=1 |
@ f{x) = 50  sqri(6.2¢ 5
@ g(x} = 50/ sqri{6.2 |
‘‘‘‘‘ @ a=0.06
----- o p=0.08 4
& Hilfsobjekte ) ]
19 0.1 0 01 0@=To3 04 05 06 07 08 09 1 11
' 24 B =0.08 a=0.06 Ha 06
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Gegeben ist em Hypothesentest mit Hy und H, Zu emem vorgegebenen Signifikanzniveau
oder aus einem Versuch hat man ein kritisches Gebiet A, ermittelt. Wenn die
binomialverteilte ZufallsgroBe in das Gebiet A, fillt, gedenkt man H, anzunehmen,
anderenfalls wird man Ho beibehalten. Der Beibehaltungsbereich heifie A,

Ist H; richtig und behalt man dennoch H, bei, so begeht man einen Fehler, den sogenannten
Fehler 2. Art, den S-Fehler.

Dieser Fehler wiegt insofern nicht schwer, als man in diesem Fall ja gar nicht behaupten
darf, H, sei richtig.

Die OC-Kurve zu diesem Test gibt nun die Wahrscheinlichkeit P(Xe A,) in Abhéngigkeit
delr "wahren" Erfolgswahrscheinlichkeit p an.

5 ey (SIS

| l T
\ i
0.8} 0.8 :
0.6¢ 0.6+
0.4} 0.4;
0.2} ' 0.2}
0;2 3.4 0.8 0.8 1 0..2 0.4 0;6 G-.B 1
Y Y In Anlehnung an das Beispiel mit den Kiiken
0.3 sind fir Hy:p=p=0,3 H,;:p>p,
OC-Kurven dargestellt:
0.5
n=5 Al={3,4,5} |n=5 Al={4,5}
0.4
n=10 A1={6,7,...}
0.2
n=20 Al={12,...} | a=5%
, o3 52 0% o8 T ne{5,10,....,30}
1. - —
03 0.3
0.6}
0.5
0-4r 0.4
0.2 0.2l
0.2 0.4 0.6 0.3 I p = X — = -

Rechts vom senkrechten Strich zeigt der

Funktionswert bei jedem p an, mit welcher Wahrscheinlichkeit man den B-Fehler begeht,
also H, falschlich beibehilt, obwohl H, gilt, denn dort rechts ist das p ja groBer als p,.

Im Bild rechts unten ist gezeigt, dass bei gleichem Signifikanzniveau die-“Trennschirfe”
des Test mit zunehmendem n steigt, die OC-Kurven werden in der Mitte steiler.
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Zwanzig Wissenschaftler fithren denselben Signifikanz-Test auf dem 5%-
Niveau durch. Bei allen trifft die Nullhypothese zu, ihre eigentliche
Forschungshypothese ist falsch.

Welches der Bilder spiegelt ihre Stimmung nach dem Test? Warum?

5606

%@ @@S
0 ¢

0 06

Bild 9.13: Zwunzig Wissenschaftler nuch Lwanzig Wissenschattler nach
Durchfiihrung eines Signifikianztestes Durchfihrung cines Signifikanztestes

Das linke Bild stammt aus einem Schulbuch. Die Autoren meinen, 19

Forscher seien traurig, weil sie ihre Forschungshypothese nicht halten

konnten. _

Da aber H, gar nicht stimmt, sollten Sie eher froh sein, dass sie nicht aus -
Versehen den Fehler 1. Art (a-Fehler) begangen haben. Der eine, der sich

zunéchst freut, wird noch mit wissenschaftlichen Angriffen zu rechnen haben,

- denn seine Behauptung kann nicht von vielen anderen Versuchen gestiitzt

werden (kann nicht verifiziert werden).

Wenn aber nun die Forschungshypothese stimmt, ergibt sich je nach dem

“wahren” p ein anderer Anteil von Forschern, die sich freuen Konnen, die

richtige Erkenntnis auch wirklich signifikant (5%) nachgewiesen
zu haben.

1
OC-Kurve |
- . 0.8
fiir einen Je deutlicher der Effekt
Test mit 08 wirklich  ist,  desto ]
po=0,3 0.4t leichter 1aBt er sich :

o statistisch nachweisen.
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Umfassendes TutorSkript fiir den Einsatz im Unterricht

15. Juni 1997 und 10/98

:Binomialverteilung
C:setFold(arbeit)

:waehle gleich Funktion und Skript

C:arbeit() Arbeit( } ruft ein Programm auj, das aber Dialogboxen beim Einstellen hilft.
C:setFold(statisti)
Cdefine B(k.n,p)=nCr(n,k)*p k*(1-p)*(n-k)
:Also ist P(X=k)=B(k,n,p)

:Dabei ist nCr(n,k) gleich n ueber k
CnCr(10,3)
C:define cumbin(k,n,p)=Y (B(i,n,p),1,0,k)
:Also ist P(X<=k)=cumbin(k,n,p)
:Festlegung der Parameter

Binomialverteilung
Binomialkoeffizienten

kumulierte Binomialverteilung

C:10»n: 0.3»p » ist die Taste Stov
:Berechnungen

Cn*prp:pomu ©2ndchar1b © ist das Kommentarzeichen , 2nd X
C¥(n *p *(1-p))»o:  o»sig  2nd char Ig

:Darstellung

C:u-3 *orxmin

C:u+3 o»xmax

C:0»ymin:1/(2*c)symax

C:seq(k k,0,n)»xi

C:seq(B(k,n,p).k,0,n)=binlist

CmewData bin, xi,binlist
zzur besseren Uebersicht

Coplotsoff

CmewPlot 1,1,xi,binlist Die erste Zahl ist die Nummer der Plots,

CmewPlot 2,2,xi,binlist Die zweite Zahl ist der Typ, 1=Scatter 2=xyline

Mit Newplot werden die Graphen erst Definiert. Und sie bekommen in y=Fenster ein Héakchen.
Beim ndchsten Graph-Befehl werden sie angezeigt

Listen fiir die Graphen

Dies ist lohnend, weil man nun mit Apps 6 bin die
Listen ansehen kann
Schaltet etwa noch vorhandene andere Plots ab.

1 P
=
C:define normbin(x)= e Normalverteilung
oy/T%
Cmormbin(5)
Cnormbin(x)»y1(x)
diese Taufe ermoeglicht im y= mit F6 den Style auf dick umzustellen.
C:graph normbin(x),x

:Tippe 2nd Apps fiir den Wechsel ins Graph-Fenster
:im Graph-Fenster kann dann mit F5 7
:sofort das Integral berechnet werden
FFFEFF R *weitere Moeglichkeiten
C:define gauss(x)=1 (2*n)*e"\(-x"2/2)
C:-3»xmin:3»xmax:0»ymin:0.5»ymax
Coplotsoff:Fnoff:
C:graph gauss(x)
Co(x-wW/owz
C:define o(z)—nlnt(gauss(x),x,-4,2z)
Dabeiist ¢ 2nd 11, kumuliert
Cuo(1)

:*** LR 3 T Histogmmm

:Noetig: Liste fuer xi muss eine Liste
:ganzer Zahlen als Frequenzen sein, daher Faktor 100

C:p-3*o»xmin :pt+3*owxmax

C:0»ymin:100/(2*c)»ymax ©Werte 100*oben
C:foff: plotsoff
Cround(100*binlist,0)=binzahl

Mit Eintragen von Binzahl bei c3 kann man die Werte in Apps 6 bin abersichtlicher sehen.

CmewPlot 3,4,xi,,binzahl

‘Tippe 2nd Apps , dann Graph-Fenster

Hierzu passt die 100-fache Normalvert.
C:define normzahl(x)}=100*normbin(x)
C.graph normzahl(x)

Standardnormalverteilung
Neue Fensterkoordinaten

2 e

Ausschalten der bisherigen |

, die nicht p

kumulierte Standardnormalverteilung

Beschaffung der “Tafel”-Werte

Einrichten der Arbeitsumgebung

APPS 9 2 b suusu ¥ b binomisk ENTER ENTER

Es wird das links stehende TutorSkript geladen.

Nun muss man erstmal mit Halten des Cursors ganz
nach oben laufen.

Alle Zeilen, die vorn ein C: stehen haben, kénnen mit
F4 zur Ausfiihrung gebracht werden.

17wy Fev F3v Fi N
]
: BUK, N, P2=Nlrin, KI*pTk#

-di)me
tAlso ist P{(R=kd=B{k,n,p>

Cc vy ULU\CTI_L-ELUJ
= arbeit()
® setFold(statisti)

® Define b(k,n, pY=nCrin, K)-pX-(1-py" ~K
Bone

-pJ

ST oL ]
Done|
"arbeit”

STATISTH RAD AUTD FUNC

Der Wechsel zwischen den beiden Fenstern findet mit
2nd APPS statt.

Dadurch kann das TutorSkript immer stehenbleiben.
Sollte es dennoch einmal verschwunden sein, gehe
ins ober Fenster, Tippe APPS 9 Enter.

1 Fad F3v a1 F§
- @ Commandlisw{ExecutelFind. ..

Her'ine normbin(xx)=1,/(ok (&) jke™(
XX—PIN2/ (2%g™2) D

C:normbin(S>

IxXx —w)”
®Define hormbin(xx) = L .. 2-02

oz
Done|

= normbin(S) . 106215188984

STATISTE RAD APPRIOM FUNC

Die Karos sind also von Plot1, die Kurve durch die
Karos von Plot 2 gemacht. Die andere Kurve ist die
Normalverteilung und durch den Nachfolgenden
Graphbefehl entstanden.

TwO|_Fev | 3 I FEv [ _FET [F?
» &—iZoom|Trace|ReGraph|MathiDrawl>
=Tipge 2nd_APPS fuer Wechsel

tim Braph-Fenster kamn dann mit FS 7
:sofort das Integral berechnet werden

RAD APPROX

Im Graph-Fenster F5 7 0 Enter 4 Enter zeigt und
berechnet das Integral von 0 bis 4.5.

tdetihe normzahi Coo=l0gknornbinixx)
CE gr‘aph normzahl (x>

nde Ha 97
-
\\
// £
‘i et s B e et s I s Aol thremdien)
STRTIST RAD_APPEOR FUNC

1
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:Hypothesentest mit Binorialverteilung Laden Sie dieses Skript. Teilen Sie den Bildschinm
C:setfald(statisti) rur wenn Sie diesen Ordner haben passend ein, z.B. mit meinem Programm arbeit( ).
g=2g»n Belegung der Variablen Esist vermimfiig, sich einen Ordner statisti

F-37p anzulegen, in dem konnen dann die grondlegenden
Cin*psp : pemu o2nd char 1 b Definitionen, die mit binomisk vorgenommen

C:¥(n #p *(1-p))lss: o»sig ez?ffﬁ:fo?;nmmm‘km’ Znd X werden, erhalten bleiben. Dieses Skript greift darauf

) zurfick.
C gg?gzt?ll-gngc)nxmi n APPS 92 statisti v » hypbinsk ENTER ENTER
C:floor{u+3 o+l)sxmax Es wird das links stehend.e TutorSkript geladen
C:Ooymin:1/(2*c)wymax Nun muss man erstmal mit Halten des Cursors ganz

:Typl moeglichst n<100 nach oben lanfen.
C:iseqlk,k,0,n)»xi Sonst zu Jange Listen Alle Zeilen, die vom ein C: stehen haben, kénnen mit
C:seq(B(k,n,p),k,0,n)sbinlist F4 zur Ausfiihmng gebracht werden. _

:Typl moeglichst n>50 Der Wechsel zwischen den beiden Fenstern findet mit
Ciseq(k,k,xmin,xmax)»xi Yorher in dem Ordner schon opd APPS statt.

efnmal bi”"’”f‘(’:k a.bgescf) ickt haben 11! Dadurch kann das TutorSkript immer stehenbleiben.

C:seq(B(k,n,p),k,xmin,xmax)»binlist on>100 Sollte es democh einmal verschwunden sein, gehe

:weiter beide Typen
C:cumsum{binlistl»cbinlist
C:newData bindaten, xi,binlist,cbinlist

ins ober Fenster, Tippe APPS 9 Enter.

:zur besseren Uebersicht Tragen Sie n und p nach Wunsch ein und schicken

C;p]otsoff: Frnoff Sie dienachfolgendcn Zeilen ab.
Ausschalten der bisherigen Funktionen, die nickt passen  Fiir kleinere n kann die gesamte Verteilung in eine
C:newPlot 1,1,x1,binlist Liste aufgenommen werden, fir groBe n wird die
Die erste Zahi ist die Nummer der Plots, die zweite legt den Typ fest.,  Liste auf die 3U_Umgebung von L verkiirzt.
C:newPlot 2,2,xi,binlist Im Data-Matrix-Editor kénnte man nach dem Befehl

Egens*]tr_er wechge] n, dann Graphfenster newData unter dem Namen bindaten die Listen der
C :1:1mmu lerter Graph xi, der Dichte und der comulierten Verteilungs-

! ymax funktion der Binomialverteilung ansehen.
C:plotsoff:Fnoff Nun werden di hen defimert. einmal de
C:newPlot 3,1,xi,cbinlist un werden die Graphen ert, € T
C:newPlot 4,2,xi,cbinlist durchgezogene tnd einmal der mit den Quadraten.

:Fenster wechseln, dann Graphfenster Nun muss man mit 2nd Apps in die breitere

:Ha 997 Fensterhalfte wechseln und mit Diamant Graph

: kommt etwa folgendes Bild.

o[t e redraphliatnrsalc #] |
¥ ~ = [n=70, p=10,3 v £ O ace aph -
-1.'{-"2!2{32(;':“rgce[Reé:apthgthID;EE:I,JI-: & | P gf:ggg%g{- é:é:i’i:gm{ ii{»

E;:ﬁ:ﬁg%gt é' .}:v :; ?gmi i;‘:;’ ’ “iFenster wechseln, damn Graphfenster
tFenster wichseln, darn Graphfenster Pi
P1
(E(f( Lxcio, N~ 18 11X h-ﬂll
xGi 21 ot . 16358 STATISTI R#D_ AUTD FUNC
STATISTE RAD_ A0 FUNC

Mit F3 Trave — kunm man das Kreus vor Punkt za
TWOL f2v | f5 | ey i yi7 e || Mindestens 28 Exfolge  Punkt bewegen.
E _!;; MP‘;‘;';" g afeXSei;ait‘P; T:t hiDraul> fT muB man beim rechts Um einen Graphen direkt zu Entscheiden zu
CinewPiot 4. 2E‘x§ icbinl ist einseitigen Test haben,  benutzen, braucht man den cumulierten Graphen.
se

fFenster wechseln, dann Braphfenster ||y mit einer Er wird durch die nachfolgenden Befehle gebildet

3§t statistischen Sicherheit W) Fev | F3 F Fov Y FEv YF7
iﬂfiaﬂ‘w von mindestens 95,2% - !-—-IZoom]TracelReGr‘apthath !Eraulv ‘

. CinewPlot 4,2.xi,chinlist
die Hypothese H1 halten tFenster uchseln, dann Graphfenster
K 71 kénnen. iHa 9197 .
%G 27 . Gt . 9522085
STHTIS T RAD AUTD FUNC
= 2
a=P(X>28) s %Ci8. e CE . BBE6ET
1 -7 (XS 27) E {sTATETE BAD AUTH FONC ’

=1 - 0,952205 = 4,.8% Hypothesentest {
In thm kann mag durch Bewegen des Krouzes (F. 3)_

dirﬁkt am Bild ! sofort ablesen, ab welchem k man welches
Signifikanomivean hat.
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Merksatz der Messtechnik

Beruhen die Fehler. mit denen der einzelne
Messwert behatiet ist, auf vielen kleinen zufilligen
unabhingigen Einfliissen, so sind 5@1 einer langen
Messreihe die  emnzelnen Werte annihernd
normalverteilt.

Das heilit, dass etwa 68% von ihnen in einer
lo-Umgebung von p liegen. -

Meist ist aber weder 1 noch o bekannt.

Man versucht beide aus Messreihe der Lange n zu
gewinnen.

Nun ist klar, dass die sich so ergebenden
Mittelwerte nicht mehr so stark streuen,

Es ist zwar so, dass der Erwartungswert der

Mittelwerte X weiterhin p ist, aber dle Standardabweichung der \/httelwerte

I3 o) p ut 65’)

hangt von n ab und muss (nach GauB) mit 6 (X) = (%) perechnet werden.
: n

Hypothesentest e e e &2
(Ein-Stichproben-GauB-Test) | " I '
Durch eine Messreihe der | 200
Linge n und einen Test |- 200,132 -
soll statistisch erwiesen 1 200,169
werden, ob diese Maschine, die 200,005
normalerweise 200 1 Bier mit i

-emer Standardabweichung fiir 200,13 ; Hewgera
Einzelwerte von 0,1 1 abfullt, ‘e s
nun nachgeregelt werden muf. - weme e et '

Der Werkmeister hat schon seit géraumer Zeit
den Eindruck, es sei zu viel. (Also kann der Test einseitig sein.)
Messung von 5  Abfiillungen. Berechnung des  Mittelwertes

— . 7 -
¥=200,1076 1=200,11 Pruferofe z = 2201 =200 5536 & @(x) = 0,9874

o]
avnt

"n 'u

Der Wert liegt auBBerhalb der ZO-Grenzen, weicht also signifikant ab.
Irrtumswahrscheinlichkeit =1-0,9874=1,3%. (Zweiseitig wire «=2,6%).
Die Maschine sollte nachgeregelt werden.
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Wird derselbe physikalische Sachverhalt mehrfach gemessen, so entsteht eine MeBreihe, deren Werte mehr
oder weniger schwanken. Meist kann man davon ausgehen, daB der einzelne MeBwert einer Summe von
vielen kleinen zufilligen Einflissen unterliegt. Dann handelt es sich um eine normalverteilte MeBgrofe.
Trotz der Grenzen, die das Ablesegerit setzt, betrachtet man eine fibliche .
MeligroBe als stetig. Das bedeutet, daB bei groBem Stichprobenumfang n die Verteilung der
einzelnen MeBwerte gemill einer Normalverteilung verteilt sind. Der FEinzelmefwerte
Erwartungswert p ist der (meist unbekannte ) wahre physikalische Wert der

Mefgrofle. Ebenso unbekannt ist meist die wahre Standardabweichung o, die zu

diesem Mefprozef3 gehort. Eine tbliche Situation ist, daB man mit Hilfe der
MeBreihe Schitzwerte fir p und o angeben will. (Punktschiitzung). |

Der beste Schétzwert fiir p ist der Mittelwert der Mefireihe X - ) X,
i-1

Der beste Schiatzwert fiir die Standardabweichung o der Einzelwerte ist .
Verteilung der

Mittelwerte
bei n Messungen

S.J _l_z (X{_})z -\J _L.[E‘(Xi_a)z-n(}-a)z) 5 st cinc belichige Zahl.

n-1 11 n-1 \ i

Das so mit n-1 berechnete s heilt empirische Standardabweichung.
In theoretischen Zusammenhingen, in denen dann auch p theoretisch bekannt ist, wird o als Wurzel
aus der mittleren quadratischen Abweichung von i1, also mit n statt mit n-! im Nenner, berechnet.

Wenn es sich also um eine Normalverteilung handelt, sollten bei langen
Mefireihen 68 % der einzelnen MeBwerte in einer 1-sigma-Umgebung um den
wahren Wert p liegen. ror die 7-o-Umgebung siche Seite 222 Werden aber nun viele solcher !

) . . R g ped)
Messungen mit demselben n gemacht, so streuen die so errechneten Mittelwerte
nicht so stark, d.h, die Verteilung der Mittelwerte hat eine kleinere
Standardabweichung, sie ist enger. Es gilt o5 - 9. Fir diesen theoretischen
n
Wert der Standardabweichung solcher Mittelwerte  ist 53 - —=_ der beste Schitzwert.
n
Angabe des Mefergebnisses : ¥+ - | alsozB. R= 56,7 Q+£0,6Q 8()

n

Hypothesentest mit normalverteilten Mefigrofien:

Situation: Man geht davon aus, dafl man o aus langer Erfahrung gut kennt. st e
richt der Fall,ist die Student-+Verteilung, (Scite 28) anzuwenden.  DUrch eine MeBreihe vom Umfang n soll
gepriift werden, ob die Mefgréfe sich signifikant (auf dem Niveau ) von einen
(bisherigen) Wert p, unterscheidet. i, entpricht also der Nullhypothese. Beim
zweiseitigen Test ist H; : p# p,, beim einseitigen steht < oder > ,

Der gemessene Mittelwert sei f;; .Entsprechend dem auf Seite 25 beschriebenen

. . X -
allgemeinen Vorgehen berechnet man die Priffgrofle z  z - Zgm ~ o
ag

n

mit der

Bedeutung P (X <X, )-® (z) ,Tabelle Scite24,

Beim genauen einseitigen Hypothesentest, ist ®(z), bzw. 1- ®(z) die
Irrtumswahrscheinlichkeit « . Beim zweiseitigen Hypothesentest ist « das
Doppelte dieses Wertes. '

Wenn a vorgegeben ist, 5o ist zr,, in der Tabelle Seite 24 rechts abzulesen.
Istnun  z > zp,, soistdie beobachtete Abweichung der Messung signifikant
auf dem Niveau a. Das bedeutet: Mit der (kleinen) Wahrscheinlichkeit ¢ kommt
die beobachtete Messung als reine Zufallsschwankung vor, wenn doch das p,, der
Nullhypothese der Messung zugrunde lag. Wenn « also klein ist, halten wir cs fur
statistisch erwiesen, daf} ein anderer Wert als p_ der Messung zugrunde lag.
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Fisuersche F-Verteilung ) Hat man zwei Messungen gemacht,
FisiERsche F-Verteiling: Quantile £ ., -, die die empirischen Standard-
haad . .- e ,-.- PR
m=Fe  X=5% emserhy (m)  oc=A0% mwriserhi abweichungen
1 2 3 i 5 6 | 8 |12} |3 | 4| s1 und 52
UpI6L,4 1 199,50 215,7 |224,6 {230,2 | 234,0 | 238,9 | 243,9 | 249,0 258,01251,0254,3 aufweisen, SO kann getestet werden’
2 |18,5119,00|19,16 |19,25/19,3019,33 {19,37 [ 19,41{19,45| 19,46 [ 19,47 | 19,50 b od sch
3 110,131 9.55| 9,28 | 9,12| 9,01] 8,94| 8.35| 8.74| 8,64| 8.62| 8.59| 357| ©Ob der Unterschied zwischen 5
Vo TN 604 659 | 6.09) 6.26) 6,16 6,04) 5,91| 577) 575| 5.72| 56| ynds signifikant ist.
5 | 661 5,790 541 | 519 5,05| 4,95] 4,82] 4,68] 4,51 4,50 4.46| 4.3 2
6 | 599 5,141 4,76 | 4,53| 4,30] 4,28] 4.15| +.00| 3,84| 3.81{ 3.77] 3.67
7| 559 4.74) 4,35 | 4.12f 3,97) 3,87| 3.73| 3,57 541 3.38] 3,34 323 . _ ;
8 | 532| 4.46] 4,07 | 3,84] 3,69] 3.58| 3,44 3.28| 3.12| 3.08| 305| 297] Die F Vertellung von
9 | 512 4,26] 3,86 | 3,63| 3.48] 3,37] 3,23} 3,07| 290 2.85] 2.83] 2.71 . ) o
10 | 496] 4:10] 3,70 | 348 333| n22| 07| 20| 21| zm| 26| 28] FISHEr ist dafir die Grundlage.
1L} 4,84) 3,98 3,59 | 3,36{ 3.20{ 3,00] 2,95] 27| 2.61] 2,57] 2,53 2.4
12 | 475 3.89| 3.49 | 3,26| 3.11] 3.00] 2,85 2,69} 2,51] 2,47{ 2.43] 2.30 . - ) .
13 1 4.67| 3,8 3,41 | 3,18| 3,03| 2,02| 2.77| 2,60 242| 2,38 2m| 221 Mit s, sei die groBere der beiden
4 ) 4600 3,74] 3,34 | 31| 2.96] 2.85) 2,70] 253 235 2.3t| 2.271{ 213 i ezei
15 | 4,54 3.68] 3.29 | 3,06( 2,90| 2,79] 2,64 2,48] 2,29] 2,25| 2.20| 2.07 Standardabweichungen bezeichnet.
16 | 4,491 3,63] 3,24 | 3,01 2.85| 2,74| 2,59 2.42| 2,24} 2,19 2,15 2.0 ) )
17 1 4.45| 3,59( 3,20 | 2,96} 2.81| 2.70] 2,55| 2,38 2.}9 g}s g.m :.96 Hat man keinen verniinftigen Grund
18 | 441 3,55 3.16 | 2,93| 2,77| 2,66] 2,51| 2,34| 2.15] 211} 2,06] 1,92 . < 1 .
19 | 4,38) 3,52 3,13 | 290| 27| 263| 248 2,3t| 21| 207| n03| 1.gs| dafr, dabs; grofer ausfillt, so ist
Sy 20 A5 3,494 3,10 | 2,87 2,71 2,60 2,45{ 2,28 2,08 2,04] 1,99 1.84 zwexseltlg zZu testen, anderenfalls
~ 7 a | 432] 347] 3,07 | 2.84] 2.68] 2.57] 2.42] 2,25 2,05| 2.0t] 1,96] 1.8 iheeif
22 | 430 3.44] 2005 | 2.82] 266] 2.55] 2.40| 223| 203| 1os| 194 | 1 78| CEIOSEItIG.
23 | 4,28| 3.42] 3,03 | 2,80 2.64| 2,53| 2,37 2.20] 2.00{ 1,96] 1,91} 1,76
24 | 4,26 3,40} 3.0t | 2,78 2.62| 2.51] 2,36 2,18] 1,98] t,94| 1,89] 1.73 : : : ot :
25 | 4.24] 3,38} 2,09 | 2,76| 2.60) 2.49) 2.34| 26| 06| t.92] 1.87| 1.71 Man gibt S‘Ch_ ein  Signifikanz
% A3 3370 2,98 | 27| 2,59) 247) 2.92| 2,15 1,95] 1,90) 1,85] f,6y| Riveau a .VOT-.Mlt den Tabellen auf
B 4R35 33 |7 5] G 1n 1 i v e ) dieser Seie sind mur 3% und 1%
200 3,34] 2,95 | 2,71 2.36] 2,45] 2 . . , , .6 . o .
29 | 4,18] 3,33 2.93 | 2.70 2,55| 2,43| 2.28| 2.10{ 1,00] 1.85| 1.80| 1.64| einseitig, bzw 10% und 2%
30| L7 332 2092 | 2,69 2,53 2,42] 2,27) 2.09] 1,89 U.84] L.79]| .62 zweiseitig moglich.
A0 | 4,08| 3.23] 2.84 | 2.61| 2,45| 2,34] 28] 2.00] 1,79] 1.74] 1.69] 1.51
60 | 4,000 3.15| 2.76 | 2.53| 2.37| 2,25} 2.10| 1,92| .70} t.65] f.50] 1.39 . L .
125 | 3,92} 3,07) 2,68 | 244} 2.29| 2.17| 2,01 1,83] 1,60} 1,55| 1.49| 1.25) Die Priifgrofle F ist zu berechnen:
co | 3,84 300 2,60 | 2,97( 2.20{ 2.10] 1.94| L75] (,52] L46] 1,39 i.00 2
— — . §
by S Fh Q=A% emcerty @ or=2% aweivertiy 1 )
@ F = mit Sl 2 S2
! 2 3 1 5 6 | 8 12 | 24 | 30| 40 | o )
L[ 4052 4999 ( 5403 | 5625| 5764 | 3859 5981 6106| 6235] 6261] 6287 6366 52
2 198,50199,0099,1799,25(99.30 | 99.33 | 99,37 | 99,42 | 99.46 | 99.47 | 99, 47 | 99. 50
3 ]34,12130,82| 29,46 | 28,71 | 28,24 | 27,91 | 27,49 | 27,05 [ 26,60 | 26,50 | 26. 41 | 26, 12
4 121,2018,00 16,69 (15,98 | 15.52| 15.2 | 14,80 | 14,37 13,93 | 13,84 | 13,74 | 13, 46 _
5 |16.26)13.27}12,06|(1,39]10,9710,67|10,29| 9,89] 9,47 9.38| 0.20] 9.02 N; und N~ seien die beiden
Y5 |7ifto02] 978 9,15| 8.75| 8,47] 8. 10| 7.72| .31 7,23| 7.14] 6,83 ich .
- 712,251 9,55 8,45 7,85( 7,46| 7,19 6,84| 6,47] 6,07| 5,99] 5,91| 5,65 Stichprobenumfinge.
8 11,26 8,65 7,59| 7,01 6.63] 6,37| 6.03{ 5,67] 5,28 5.20{ 5,12} 4.86 ) — 1
9 110,56} 8,02} 6,99{ 6,42| 6,06 5,80 5,47 5. 11| 4,73} 4.65| 4,57| 4,30| Dann sind mr— 1'11 -
10 [10.04] 7,56(-6,55] 5.99) 5,64] 5,39 5,06 4.70) 4,33 4,25| 4,17] 3.01 .
1| 9.65| 7,21{ 6,22{ 5,67] 5,32| 5.07| 4,74 4,40| 4.02| 3,94/ 3,86 3.60{ und mz"" 1'12 -1
12 1 9,331 6,93| 595| 5.41| 5,06{ 4,82 4,50 4,16| 3.78| 3,70/ 3.62| 3.36 C e o
13 | 9,07 6.70] 5.74| 5.21| 4.86| 4.62| 4.30| 3.96] 3.59| 3.51| 3.43] 3.15| 9ie beiden Freiheitsgrade.
14 1 886} 6,51 5,56 5,04 4,70{ 4.46] 4,14 3,80 3.43| 3,35 3,27 3,00
15 | 8.68| 6,36| 5.42| 4.89| 4,56 4,32| 4,00{ 3,67| 3.29| 3,21 3,13] 2,87 In der Tabelle ist nun der Tafelwert
16 | 8.53] 6,23| 5.29{ 4,77 4,44 4,20] 3,89| 3,55| 3.18| 3,10} 3,02{ 2,75 :
17 | 8,40} 6,11| 5,18| 4,67| 4.34| 4,10] 3,79{ 3,46] 3,08| 3,00 2,92 2,65
18 | 8,29| 6.01) 509|438 425|401 37| 297| Jo0| 29| 28| 257| L, e, gy 2DZUIESEN.
19 | 8,18 5.93) 5,00 4,50 4,17| 3,94] 3.63| 3,30} 2,92| 2.84| 2.76{ 2,49 ,
20 | 810 5,85| 4,94 | 4,43| 1,10| 3,87{ 3.56 3,23 2.86| 2.78] 2,69] 2,42 Ist das berechnete F~ grofer als
21 | 8,021 §,78] 4.87 4,37) 4.04] 3,81 3.5 3,17| 2.80 2.72| 2.64| 2,36 .
22 | 7.95| 5,72| 4.82) 4,3t 3,99| 3,76| 3,45] 3,12 2.75 gg; ggg ggé der Tafelwert, so ist der Unter-
23 | 7,88| 5.66| 4,76} 4,26| 3,94 3,71| 3.41| 3,07] 2. 70| 2. . . . .
24| 7,82| 5,61 4.72| 4,22 3.90( 3.67| 3.36| 3.03| 2.66| 2.58| 2.49| 2,21] Schied de.r Varianzen, bzw. der
25 777} 5,57 4.68| 4,18) 3.86| 3.63] 3.32] 2,99 - 2,62 2,54§.2,45| 2,17 Unterschled der Standardab-
26 | 7720 5.53) 4641 4.14) 3,82] 3,59 3.29) 2.96| 2.58| 250 242 21| weichinoen ionifikant auf dem
21 | 7,58) 5.49| 4,60] 4,11 3,78| 3,56| 3,26| 2.93| 2,55] 2.47] 2.38] .10 . ngen  signifi
28 | 1,64 545| 4,57| 4,07 3,76| 3.53| 3,23| 2,90 2,52] 2.44| 2,35] 2,06/ Niveau c.
29 | 7,60 5,42f 4,54] 4,04] 3,73 3.50| 3,20| 2,87 2.49| 2,4t} 2,33} 2.03 _
30§ 7.56] 5,39 4.51) 4,02 3.70) 3,47 3,17| 2,84| 2,47] 2,38| 2,30] 2,01
40 1 73U 5,18( 4.31) 3,83) 3.51] 3,29 2,99| 2.66] 2,20{ 2.20| 2,11} 1,80
60 | 7,08| 4,98\ 4,13| 3,65{ 3.34| 3.12| 2.82| 2,50 2,12{ 2,03] 1,94} i.60
125 | 6.84| 4,78] 3,94) 3.48| 3,17} 2,95| 2,66 2,33 L94| 1,85| 1.75| .37
oo | 6.63) 4,600 3,78| 3,32} 3,02| 2.80| 2,51 2,18} 1,79 1,70 1,59| 1,00
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Normalverteilung + Deskriptive Statistik + F-Test

Nummer

OB NDWU HWN -

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

37

38
39
40
41
42
43
44
45
48
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
80

61

Mann
80,15754
103,8032
90,53971
77,0355
107,3293
98,08068
112,8666
104,8149
101,6387
107,3775
100,4584
110,1553
97,3614
104,6098
101,1216
90,28156
87,45128
91,0205
100,6751
103,8954
104,9263
107,6205
113,635
113,7958
114,3284
107,9764
93,19531
104,5104
116,4688
97,47837
91,628
114,0056
94,73782
97,42825
90,29081
102,0689
108,2229

104,3627
97,04129
97,00809

85,9757
106,2043
101,5504
84,61223
100,6372
98,42823
90,00216
93,75985
97,96327
107,4668
103,8691
109,0544
106,6238
116,0437
112,6298

99,7607

99,2623
93,81918
88,01593
101,4653
86,35527

Frau

81,13279 Spalte 1

89,03997
92,68185
§1,18387
93,03852
88,61216
101,9149
88,9375
103,5131
53,7839
96,22073
85,9725
104,9674
84,91335
85,80628
76,43054
82,23377
98,95554
104,3425
86,64842
112,4361
96,12473
120,9926
79,39686
90,03892
85,1855
77,76207
81,53144
102,1275
77,75287
116,9761
97,14974
92,11605
88,16064
80,206
92,5696
80,76758

126,0104
97,68469
97,56513
97,60308

/A

t-Test
QuattroPro Ha 1/95
Spalte 1

S

2,033156
92,23377
NV
13,01855
169,4827
1,821266
0,058593
72,22151
53,7889
126,0104
3810,491
41
3,084913

Tu

G ~1§-

Mittelwert 100,4246 Mittelwert
Standardfehler 1,168273 Standardfehier
Median . 101,1216 Median
Modalwert : NV Modalwert
Standardabweichung 89,1245 Standardabweichung
Varianz 83,25651 Varianz
Kurtosis -0,302825 Kurtosis
Schiefe -0,350037 Schiefe
Bereich 39,43328 Bereich
Minimum 77,0355 Minimum
Maximum 116,4688 Maximum
Summe 6125,901 Summe
Anzahl 61 Anzahl
Konfidenzniveau 2,289772 Konfidenzniveau
F-Test: 2 Stichproben

Variabla 1 Variable 2
Mittelwert 100,4246 892,938811862544
Varanz 83,25651 169,48270676801
Beobachtungen 61 41
Freiheitsgrade 60 40
F 2,035669
P(F<=f) einseitig 0,009336
F Krtischer Wert einsei 1,467157
F(0,2,40,60) zweis. 1,75
F=(s grol/s klein)*2
s grof 13,01855
s klein 9,1245
F gemessen 2,035669
Auf dem 2%Niveau ist nachgewiesen,
daR der Werte der Mdnner und Frauen unterschiedlich weit streuen.
t-Test
t gemessen 3,192366
df=(n1+n2-2)/ 2 50
t kritisch 0,5% einseitig 2,678

t kritisch 0,1% einseitig 3,245

Manner sind haben hochsignifikant gréBere Werte als Frauen

t-Test: Gepaarte Stichprobe fiir ungleiche Varianz
Variable 1 Variable 2

Mittelwert 100,4246
Varianz 83,25651
Beobachtungen 61
Pearson-Kormrelation NV
Gepoolte Varianz . 117,747
Freiheitsgrade 66
t 3,192366
P(T<=t) einseitig 0,001081
t Kritischer Wert einseit 1,668271
P(T<=t) zweiseilig 0,002162

t Kritischer Wert zweise 1,996564

92,938811862544
169,48270676801
41

0,05
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Statistik _t-Test fuir Mittelwerte von Mefgrofen Ha 95 -28 -

® ECinstichproben-t-Test
Es sei eine Nullhypothese H, : U=}, uber eine MeBgroBe aufgestellt. Hat man zur Uberpriifung eine

Messung vom Stichproberumfing 11 , dem Mittelwert 2% und der "empirischen” Stichproben-Standard-

abweichung S ( berechnet mit n-1) gemacht, so briuchte man fiir das zur Normalverteilung gehdrige z
die unter H, geltende Standardabweichung o, bzw o/Vn.

Ist nun aber o nicht bekannt, muB man s bzw. s/ vn nehmen, dann ist aber statt mit der
Normalverteilung mit der t—Verteilung nach Student zu arbeiten. Dazu berechnet man die PriifgroBe
X -

5

i
in der Tabelle eine Dezimalzahl lrGa ab.

Ist das berechnete ¢ groBer als der Tabellenwert Ir;; ., SO kann die Hypothese H; auf dem
Signifikanzniveau o angenommen werden, H, wird dann verworfen. Anderenfalls muB H, beibehalten
werden und es ist nichts gekldrt. "Aufgrund dieser Messung konnte H, nicht verworfen werden, die

f . Zum Fretheitsgrad FG =n-1 und dem vorgesehenen o liest man nun

;_) Messung ist (noch) vertraglich mit H_."

Wie immer ist ein einseitiger Test nur zulissig, wenn man vorher die Richtung der Abweichung angeben
kann. Die a fiir einseitigen Test sind bei der Tabelle unten notiert, fiir den zweiseitigen Test oben.

T R T ST ®  Vergleich zweier Mittelwerte
- P ] ] ) .

Fo S| 3.50 0.20] .i0] 0.05] 9.02] 0.01] 0.002) 9.001] 9.00 Will man testen, ob sich die Mittelwerte unab-
IR et He Y B R R R et H et hingi ichprob Iverteilten Grund
2{a.816{1.286f 2. . . . . . . .
HR e e R e i R R dngiger Stichproben aus normalverteilten Grun
d40,70111,.833) 2, 132§ 2,27 3.7t 4,50 . . 3 M M : M
ol dons| sl yaesl ese| sl danl i gesamtheiten signifikant unterscheiden, berechnet
5 . L 140] 1,948 47 L1483 .70 . . . - - . . *
Aairlizins| iidss| 123a5| 2i393| ieva| e7ss| sues| .mss| man die PrufgroBe t und den zugehorigen
s1o,706{1.1971 1,860 2,06 2.395 ;.géi 4.50; i.g:} :.;;0‘ FG
910,70311,3831 1,433} 2,2582] 2.32 .250 4,29 . . . - R .
100,700,372} 1,812 2,228| 2,764 1.1691 4.184{ &, s&7 §.211 Frexheltsgrad . Andere Bezeichnungenfir FG sind m, v,df. .
11 0.59; l.):l 1,796 Z.Zg\ Z.Il: g.lgﬂ ;vggg :.;:l‘: :.z;: — —
12]0,695{1,356)1,782) 2,179 2.58& .083 " . . -
13{als9af13sal 1,77t 2016} 2i650 ] 3lonz | 1iesz| azet|  sisn | X - % | n4n, =2
1410, 69281,34s8) 1,750 2,145 2.82¢] 2,977 1.147 4,140 §.363 [ e Und FG -
1S{0.891{t. 381} 1.783| 2.131§ 2.502( 2,347 31.713 1,073 $.239
1610,69041,33711,746} 2,120} 2.58332.92% 1,686 4,018 §.134
1718,53911.333[1.740} 2,118% 2,547} 2,898 1,648 3,365 §.044
1813.688{1,130|1,734] 2. 161} 2.5352} 2.378 1.810 1,922 4,968
19{0,688{1,328) 1,729 2,093 2,519 Z,86¢% 1.579 1,281 4,397
010,687 ]1,.325j1,728 2.086 2,538 1 2,349 1,552 3,850 1,337
21§0,886{1,323(1,721{ 2,080 2.518 | 2.331 31.527 1.51¢% 1,784
I210,.6864{1,.321}1.7171 z.074) 2.508 | 2,419 3,$08 1.792 4,718
2310.68511. 3198 1.714¢ 2.069) 2.%00 ] 2,807 31,488 3,787 4,693
T410,84881, 31811, 71 ) 2,064 Z2,49212.797 1,487 1,748 1,584 . . b . d T b “

i510,584]1,31611,708| 2.080f 2,985 2.787 3.4%0 3,128 5,619 em abe enwert.
2s|0.5884{1.31S5}1,708] 2,096} 2 (;9 :.;;: ;.:g: i-gg; :.i:; Man Verg]elcht wie 0 en t mlt A e b ‘d
ZrjQ.684{1,214[1,703} 2,052} 2.473 . . . . .
sloen i uliimon| 2loa | 2loer |26 | 2o enc | e Eine Formulierung kann dann sein: "Die beiden
0. S 1 .04 . . . N . . . . .
soloany 1ol e | e 2iasa 2750 | aans | veas | sam Grundgesamtheiten haben signifikant ?nterschled
63211,309{1,69 2.037)] 1,439 ) 12.7 . E . b4 M al . ¥
3a(okaz|i307| a3t | 033 | 2eay (3728 | 13%a| yai| ades | liche Mittelwerte (auf dem Niveau o).
1510.682{1.306{1.690 ) 2,03q{ 1.433 {12.714 3,340 3.591 4,388
3610.681}1.306}1.688 | 1.028 ] 2,934 |2.719 1.3 3.582 4,374
3I810:681(1,304)1.686 | 2,024 2,429 12.712 339 1,564 1,346
30[0.681}1.303(1.684 %.02! ?’..4?: %.Zg; i.gg;’ gig; :32;: L't t h' . St } t'k
31}0.680(1.20211,5682 Q18 2.4 . . . . .
45(0.680¢1,.301{1,679{ 2.014| 2,412 1.::0 .;.g!_l’; 3‘:33 :;g“) neratur anElse zur Oc 1asti
. o 2,012| 2.408 }2.685 . . . ;. .
$0]0.639]1:299| 12478 | 7.009 1303 |15 | 331 | 2 | s Nebenstehende Tabelle wurde dem Buch: Lothar
55/0.67901.29741.673§ 2.004| 2.39 Y] . . . . P . -
solo.eralyaselen | 2.g00l 23s0 f2.ss0 | yavzl dam| e Sachs: Angewandte Statistik (Springer ‘Verl.)- ent
7010,678¢81,294}1, 887 4 . L84 321 . . 3
mloins Vieeliges| 1iano| s aiEns i3l naE| el nommen. Dieses grundlegende Buch bietet sicher
2010, 1.291}1,6621 1,987 2,168 |2.632 3.1 . . L
100fo 5771 250( 1 66 | 119a4) 236¢ |20s2s | 1a| vase | wes3f Antwort auf fast alle Fragen der Statistik.
12040 .67711,28%{1.858 | 1, ,980] 2.3%8 {2,617 3. 160 1,11 ¢.028 . .
00 o,s;: 1,286 1.:51 f.e7zf 2,348 z.soé H;; 3 H:: ;;;g An den Ingemeur wendet SlCh
$Qg (0,5 1,28311,848 t,965] 2,334 12,58 . - . .
100010, 57831,28211,646] 1,982) 2.1)0 {2,581 3.098 3.Joo 1,908 - X
- {0,87S41,292}1,8645¢% 1,9604 2,328 {2.57%¢ 1,090 1.290 31.5%1 Lf)thar PapUIa Mathematlk B.d 3

F§~10.25 Jo.10 |o.05 | o.025f g,01 0,005 | a,00t]6.0008 |a.0000% Eine gute Zusammenstel]ung bietet

fretusswahrscheinllehkett o fUr den ainseitigen Test

Lothar Sachs: Statistische Methoden, Planung und
Auswertung
(Alle sind in der Bibliothek mehrfach vorhanden.)




Statistik  Poissonverteilung Dr. Dorte Haftendorn ~ S€ite -29-

Poissonverteilung
Vertellungsfunktion

. koL
Liegt eine Bernouilikette vor, Fp (k; 1) = Z;—‘:e-l
dh. n ja/nein Entscheidungen, =
die einzeln mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit p eintreten, so ist
die Binomialverteilung anzu-
wenden. Handelt es sich nun

aber um ein Seltenes

Ef@igHiS , so bat man
Probleme mit einer Aandherung
durch die Nommalverteilung, da
die Laplacebedingung npgq>9
nicht erfiillt ist. In diesem Fall
ist die Poisson-Verteilung

anzuwenden.
S . wieder X die Zahl der

Treffer und ). =0 = I’lp'
so gilt

VA
[~ 01 "0 03 o4 05 08 07 08 09 10 11 12 |
0.9048 8181 7408 6703 6065 5488 41966 44931 4066 367y 3129 3012
9953 9825 9631 9384 .9098 8781 8442 82083 7725 7358 6990 6626
9998 9989 0964 9921 9856 9769 9659 9526 9371 9197 ooy 8793
9999 9997 9992 9982 9966 0942 0009 9865 9810 Y743 0662

9999 9998 9996 9992 9986 9977 9963 Yu4b Y913

999% 9998 9997 9994 UYHYO Y8

Nicht aufgefiihrte Werta sind (auf 4 Dez.) 1,0000. 9999 9999 9997

[ 18 14 15 16 17 18 18 20 21 22 23 -24 |

0,2725 2466 2231 2019 1827 1653 1490 1353 1225 1108 1003 0QO7
6208 50r¥ 5578 5249 4932 4628 4337 4000 37985 3546 3300 3084
8571 8333 8088 7834 7572 7306 7037 6767 6496 6227 $960 S$Gg7
9569 9463 9344 9212 9068 8913 8747 857t 8386 8194 7993 7787
9893 9857 9814 9763 9704 9636 9559 9473 9379 9275 9162 gog1
9978 9968 9953 9940 9920 9896 9868 9834 9796 9751 9700 0B41%
9996 9994 9901 9987 9981 9974 9906 995T 9941 9925 9906 9884
9999 9999 9998 9997 9996 9ous 9992 9989 9985 9980 9974 9967

9999 9999 Y998 Y998 9907 9995 9994 9001

9999 9999 9999 9998

[ 25 26 27 28 280 380 31 S2 83 34 35 46|
0.0821 0743 0672 0608 03550 0398 0450 0408 0369 0334 0302 0273
2873 2674 2487 2311 2146 1991 1847 1712 1586 1468 1350 1257
5438 5184 4936 469 4460 4233 4012 3799 3594 3397 3208 3027
7576 7360 7141 6919 6696 6472 6248 6025 §803 s584 5366 s152
Bor2 B774 8629 8477 8318 8153 708z 7806 7626 7442 7254 7064
9580 9510 9433 9349 9258 9161 gos7 8946 3829 8705 Bc76 8441
9858 9828 9794 9756 9713 9663 961z 9554 9490 9421 9347 0267
9958 0847 0014 9910 ool 0881 wBsR oR1: gRoz 9769 9733 9602
9989 9985 9981 9976 996y 9962 9953 9943 9931 9917 ggol 9883
9997 9996 9995 9993 9991 9989 9986 9982 9978 9973 9967 9y6o
9993 2999 9999 2998 0998 9997 9996 9095 9994 9092 009C guly
9999 9999 9999 9999 9998 9998 9997 9996

9999 9996 gyyy

A.k A
AXh~ = &

A
Diese Werte kann man mit
dem TR berechnen, sid"dber
auch nebenstebend tabelliert.
Beispiel: Ist die Wahrscheinlich-
keit, Kinderlahmung (gehabt) zu
haben p=0,0001 , so ist die
Wahrscheinlichkeit, da keins
oder nur eins der 2000 einzu-
schulenden Kinder diese
Behinderung hat

©wvo nsww=ol™| [B 280 ave maw poao|x] [6 evo naaw paolx] o aae vao|w]

W RNG RO N-‘Gm L;‘. 180 eND ew N-"°]"'] [n N MaW n»olwl [m naw M—lQLkJ

L 87 38 38 40 41 42 43 44 a5 48 47 43 ]

0,0247 0224 0202 0183 Q166 0150 0I3% 0133 OIlf OIOI 009! co$2
1162 1074 0992 0916 084§ 0780 0719 0663 0611 0563 0518 0477
2854 2689 2531 2381 2238 z102 1974 1851 1736 16206 1523 1425
4942 4735 4532 4333 4142 3954 3772 3594 3423 3257 3097 2942
6872 6678 6184 6288 6093 s898 5704 s512 $321 SI32 4946 4763
8301 8156 ¥oos 7851 7693 7531 7367 7199 7029 6858 6634 6510
9182 9091 8997 8893 8786 8677 8558 8436 8311 8180 8046 7908
9648 9599 9548 9489 9427 9361 9200 9214 9134 9049 8960 8867
9863 9840 9813 9786 0755 9721 9683 9041 9597 9549 9497 9442
9952 9942 9931 9919 9905 88y 9871 y¥s1 9820 980T 9778 9749

10 9984 9981 9977 9972 9066 995D 9952 9043 9YI3 9922 9910 9Rgs |18
1 9993 9994 9993 9991 9989 9986 .9983 9930 Yg76 9971 9966 g9g6o (11
- :g 9999 9998 9998 9997 9997 9996 999§ 999§ 9992 9990 9988 9986 (12
P o= . =02 ; 9999 9999 9999 999y 9998 9998 9997 9997 9996 99¢3 [13
bei p 0>02301 ;00010 0,2 damit 14 9999 9399 9999 9999 9995 |14
< = — —
P (X < }. : k) = Fo(k; D) — Fplk—1:2)
(X =0)+P(X = 1)= Beisp.: Fp (6:3.8) = 0.9091; f (3: 0.8) = /> (3; 08) — Fo (2: 08) = 0,0909 — 0.9526 = 0,0383

0,9825
Sind n und p gegeben, kann
man den Erwartungswert p berechnen.
Bei Anwendungen zur Poissonverteilung ist es aber auch durchaus iiblich und méglich,
dass man weder n noch p, sondern nur p kennt.
Hier 1st also die kumulierte Verteilungsfunktion tabelliert.

k .
J 5 7
P(X<k)=) -‘-11— e™ I, bei p=2,6, k=5 folgt P(X<5) =Y % e 26209510 .
j=0 J! : ~0 I

Wegen der Verfiigbarkeit der e-Funktion auf dem Taschenrechner kann man sich
Einzelwerte von Hand beschaffen. Meist braucht man aber die Summen.

5 -
Bei p=2,6 , k=5 folgt #(X = 5) = 2;_? e 25200735 .
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Statistik  Chi-Quadrat-Test flir Verteilungen -30- Ha

Mit dem Xz -Test ( Chi—Quadrat—Test) 1aBt sich priifen, ob eine vorgegebene (gemessene) Verteilung von
einer anderen (meist einer theoretischen ) Verteilung auf dem Niveau « signifikant abweicht, oder mit einer
Statistischen Sicherheit 1-a mit ihr vertriglich ist.

> Gemessene Verteilung: Man hat eine Zufallsgrofle X gemessen.

A:Esist X eine stetige MeBgroBe. Dann werden die gemessenen n Werte XXX inkKlassen

I..L;. I unterteilt. Moglichst sollten mindestens 5 MeBwerte in einer Klasse sein. Die Haufigkeiten
N;..N;..Ny , Anzahl der MeBwerte in der jeweiligen Klasse, miissen bestimmt werden. Man muB also ein
Histogramm ( Balkendiagramm) sinnvoll erstellen kénnen. Das Histogramm ist ein Bild for die gemessene Verteilung,

B: X ist eine diskrete GriBe oder ein Merkmal (z.B. die Anzahl der Treffer oder die Augenzahl
eines Wiirfels 0.4.). Dann bildet entweder jeder Wert oder jedes Merkmal seine eigene Klasse oder man faBt
wieder geeignet.zusammen. Versuchsanzahl n. Wie bei A muB ein Histogramm erstellt werden kénnen.

> Theoretische Verteilung oder "die Verteilung, die der Nullhypothese entspricht."

Man bestimmt, mit welcher Wahrscheinlichkeit p; "theoretisch", bzw. "gemiB der Nullhypothese”,
A ein MeBwert in die Klasse I; fillt und bestimmt die theoretische Haufigkeit H=n p;
B der Wert X; bzw. jedes \/Ierkmal angenommen wird und bestimmt die theorehsche Haufigkeit H;=n p;

Man nimmt gemeinsam in einer Tabelle auf:

-5

Klasseli bzw Nl Pi Hi=npi AN1=N1-I"I1 ( A Nl )2
X (bei B) bzw, gemessen theoretisch theoretisch -
Merkmal Hl
Chi-Quadrat-Tabelle
FG 5% 1% ,1% l FG 5% 1% 10,1% : : A2
= - 2 oL 2 Die Summe der 6. Spalte ist X
BIARECIEIE
3 gigl 11,3 | 163 26 || 389 25:6 246:8 Dies ist die links tabellierte Priifgrofe.
: %,’])_Z iéz %gg ?5) %:é% géé ggg Der Freiheitsgrad ist FG= k-1
7| 141 | 185 | 963 10| 558 1837 | 734 Bei B ist FG um 1 kleiner als die Zahl der
8{ 15,5 | 20,1 |26, 451 61,7 170,0 | 80,1 verschiedenen X; bzw. Merkmale.
HERECRE R B LR ;
> ¥ b ¥ > » 2
| Ist XFG,a) S &° , dann kann man
11 19,7 (24,7 |313 60t 79,1 1834 |]99.6 i i ili i
2l 210 |32 |39 %l 905 |50 |i12 mit einer Irrtumswahrscheilichkeit «
}2 %%% %Z :33%? gg {(1)% % %%, %_5] behaupten, daB3 den gemessenen Werten
150 250 |30 |377 F 100) 122 [136 | 149 wohl eine andere Verteilung als die
164 26,3 | 32,0 }393 11001 135 [ 147 | 162 theoretische Verteilung der Nullhypothese
174 276 |334 |408 12041 147 159 174 .
HERE RN R R
200 314 |37% | 433 ol 130 1155 200 Dfe gemessene upd dxg thepre.tlsche Ver-
teilung unterscheiden sich signifikant .

A1) Man hat 0=200 MeBwerte, die 1. Klasse sind etwa die 5 kleinsten (oder mehr) Werte , die letzte Klasse entsprechend die groBten
Werte. Den Bereich dazwischen teilt man meist mit gleicher Klassenbreite auf. So erhilt man z.B. k=15 Klassen. Mit evt. einiger
Mihe sind mit der Normalverteilung die p; zu bestimmen,usw. mit der Tabelle. % wird dann aus 15 Summanden berechnet.
B1) Von einem romischen Astragalus (Knochenwirfel) wei man die diskrete Vextethg unten: 10%, Oben: 40%, links:20%,
rechts: 3%. Mit enem im romischen Bad gefindenen Witrfel wird n=200 mal gewiirfelt. Unten erschien 24 mal ... Hier ist k=4 und
FG=3 ,Die p smd vnter der NulIhypothese es handele sich um einen "@blichen romischen Wixfel”, die obigen %-Angaben. Ergibt
sich mm z.B. X2 =8, so kann man mit einer Statistischen Sicherheit von 95% behaupten, daB es kein typischer rémischer Wiirfel sei
(im Sinne der genannten Tabelle) . )
B2) X sei die Anzahl der "Pudel” bei 10 Wurf auf der Kegelbahn. Im Klub wurden 200 Serien von 10 Wurf notiert. Die X sind die
Zahlen 0 bis 10, also ist k=11, N;=Zahl der 10-Serien mit genau i "Pudeln”. Die Nuilhypothese konnte sein: Es handelt sich um eime
Binomialverteilung N=10, p ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein Wurf ein "Pudel” wird, p ist etwa im Klub bekannf, oder man schitzt
P aus obigen 2000 Einzelwurf, p=P(X=i) fitr i=0..1 aus Tabelle §.23 links (obere). [[=200 p;. Es ist FG=10. Ist %% =30 kaon man -
"Binomialverteilung" mit ziemlicher Sicherheit (99% Statistische Sicherheit) ablehnen. Vermutlich ist z.B. p doch nicht fitr jeden
Wurf konstant.(Panik der Versager).




Beispiel zum Chiquadrat-Test  ze —20—
_—
Diskete Verteilung
{_Nummer Wert!  Wert2 Wert3 Wertd Werts |Wertd Intervall Hiufigkeit
i . 3 3 1. 3 4 1 1
2 2 4 2 1 4 2 6
3 2 2 1 4 3 3 9
4 4 4 4 4 2 4 4
5 4 2 4 4 4 \Wert2 Intervall Haufigkeit
6 4 3 3 4 3
7 3 1 3 2 3
8 3 3 4 4 3
9 2 1 2 3 4
10 3 3 3 3 3 Wen3
11 3 4 2 1 3
12 3 3 1 2 3
13 3 2 3 4 3
14 2 3 3 2 2
15 2 1 1 2 4 Wert4
16 4 3 4 3 4
17 3 2 3 3 2
{} 18 1 3 4 1 3
=~ 19 3 3 3 2 1
20 2 4 3 2 4 Wert5 Intervall Haufigkeit
S mal 20 Werte mit QuqttroPro erzeugt und ausgewertet 1 1
diskrete Verteilung Intervalie| Intervalil Hiufigkeit 2 3
1 0,1 1 1 12 3 g
2 02 2 2 22 4 7
3 0.4 3 3 40 Do Yirfa
4 0,3 4 4 26 X &y “
N s ° y
Ver Ler f/
30
Chiquadrattest auf Gleichverteilung
Intervail ni pi npi dellani  (de ni)*2/(n pi) 201
1 12 0,25 25 -13 6,76
QQ 2 22 0,25 25 -3 0,36
N3 40 025 25 15 9 10 {-JNE.
N 4 28 0,25 25 1 0,04
Summe Chi Quadrat
2y - 100 16,16 0
T Wert4  Chiquadrattest auf Gleichverteilung
Intervail ni pi n pi deitani  (de ni}*2/(n pi)
1 3 0,25 5 2 0,8
- e A
S3 um o 8 0 o Trckereprus - Klascon sabdm 1
4 6 0,25 5 1 0,2 {:6 =47 =3 ~
Summe Chi Quadrat )
20 1.2 ,2/ Tdé‘ 4 /{
Wert5  Chiguadrattest auf Gleichverteilung S . .
Intervall  ni pi  npi  detani (den)pnp) | PO 52 12 O4x
1 1 0,25 5 4 3.2 3 Fea ag3y 441F
2 3 0,25 5 . 2 0,8 A
3 9 025 5 4 3.2 ‘ O ¢ ho
s 7 gu 5. z 2 Aor: (69 wutd nz%&w({
Mm=22 /t =g ﬁth M W %
Ao
Wert3 Cluguadvst- bt af cbe Accﬁ,n&w.c Vhér,d«l Cfﬁu
/’ ‘ 67‘ 0[ 1/ ‘t ' v M L g =728
Cf 51 s @ %‘U oty
01 ¢ o ¢
q 5 0,3 L -1 A 0,1F Ao szd/

R z
@ni Ty = X

i

f!ﬁ/mn ~ i’x’g z a,,ﬁ,,{”o e




x| lg(1+1/x)
1 0.301
2 0.176
3 0.125
4 0.097
5 0.079
6
7
8
9

, ,0.3;

-\ Benford-Verteilung 5 g
’\\ P(x ist fuhrende Ziﬁgr)= - l?“"';) e

0.067
0.058
0.051
0.046

T

0.1

vvvvv
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Historisches
Im Jahre 1881 entdeckte der Mathematiker Simon Newcomb, dass die Seiten einer
funfstelligen Logarithmentafel firr die kieine fihrende Ziffernfolgen wesentlich starker
abgegriffen waren als flr groRe.

1. Fur die Zahl 132,6 bestimmt man die zugehérige Zehnerpotenz, hier die 2.

2. Dann sieht man in der Tafel die sogenannte ,Mantisse* fiir die Ziffernfolge 1326

nach. 1326 heif’t ,Numerus" der gegebenen Zahl.

3. Man findet 12254. Dieses nimmt man als Nachkommastellen hinter der 2.

4. Damit hat man Ig(132,6)=2.12254 bestimmt.

Newcomb Logarithmentafel Benford
Bilder und Informationen aus: Norbert Hiingerbthler, EthZarich http://www.educ.ethz.ch
Newcomb veréffentlichte seine Beobachtung, stellte auch schon eine logarithmische Formel
auf, aber seine Arbeit wurde nicht beachtet.

Im Jahr 1938 entdeckte der Physiker Frank Benford das Gestetz neu und untermauerte es mit
Daten. Er bewies es aber nicht.

Erst 1995 deckte der Mathematik Theodore Hill genaueres auf und bewies auch noch weitere
Zusammenhénge. Diese setzte der Mathematiker Mark Negrini in einem Analyseprogramm
um, mit dem man die Echtheit von Daten priifen kann, die ,Benford-verteilt* sein mussten.
Dazu gehéren vor allem Daten aus exponentiellen zusammenhangen, aber aggregierte Daten,
die selbst nicht benford-verteilt sind, folgen der Benford-Verteilung. Auf diese Weise kann man
Wirtschafts- und Bankdaten, wissenschaftliche Messdaten u.a. prifen und Betrug aufdecken.

benford-gesetz-beweis.doc
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Begriindung fiir das Benford-Gesetz
Ig(1000x)

.

Ig(10x) ;
——grune \Werte: Stariziffer 2

Ll
| blaue Werte: Startziffer 3 (tw.)
| braune Werte: Startziffer 1

b 1 2 3 s 5 § 7
Wegen der Logarithmengesetze gilt: Ig(10x ) =Ig(x)+1g(10)=Ig(x)+1
Darum sind die hier gezeichneten Logarithmusfunktionen alle um den Wert 1 gegeneinander
verschoben.
Betrachten wir den griinen Streifen zwischen 2 und 3 auf der x-Achse. D und H haben dann

die Ordinaten /g(2) und /g(3). Der griine waagerechte Streifen farbt den Ordinaten-Unterschied.
Wir berechnen diesen Unterschied gleich allgemein:

>

A(x)=Ig(a-(x+1))-Ilg(a-x)=Ig a(x+l =lg x+l =lg 1+l
a-x X x

Setzt man x=2, so erhalt man mit A(2)== Ig 1+% = 0,176... die Hohe jedes griinen

Balkens, denn unter dem a, das hier herausfalit, kann man sich 10, 100, 1000 u.s.w.
vorstellen.
Die Wahrscheinlichkeit, an eine griine Stelle zu treffen, wenn man irgendwo an die

Ordinatenachse tippt, ist also P(2 fiihrt)= (Summe aller griinen Stiicke) / Gesamtlinge
_kA(2) A(2)

k 1
die die fuhrende tragende Ziffer 2 haben. Beispiele sind 29870// 25,7 // 0,0234 // 0,00002019.

Also ist die Wahrscheinlichkeit fur fihrende Ziffer 2: P(2 fiihrt)) = A(2) = 0,176...

Genauso kann man fur die anderen fuhrenden Ziffern argumentieren.
Braune Streifen entsprechen der flihrenden Ziffer 1, also P(1 fiihrt) = A(1) = 0,3010...

Blaue Streifen entsprechen der fuhrenden Ziffer 3: P(3 fiihrt ) = A(3) = 0,1249...

Da die Logarithmen die Umkehrfunktionen des nattrlichen exponentiellen Wachstums sind, gilt
far "natrlich” wachsende Zahlen, also etwa MaRzahlen von GréRen, allgemein das

Benford-Gesetz Die Wahrscheinlichkeit, dass die filhrende

=A(2)=0,1763... Die zugehdrigen Abszissen sind genau alle Zahlen,

Ziffer x ist, wird bestimmt durch P(x fiihrt) = Ig 1+%

benford-gesetz-beweis.doc




Mathematik-Klausur Nr.3 Kurs 12m @ Ha am 13.3.96 Name:

Aufgabe 1 Was kann man schon erwarten?
Mathusalem ist jetzt pensioniert. Er geht im Winter jeden Werktag in den Lesesaal der Unibibliothek und
liest alle Tageszeitungen, die dort ausliegen. Deren Anzahl schwankt zufillig. Mit den hier angegebenen

Wahrscheinlichkeiten P, liegen k Zeitungen aus.
k 3 4 5 6 7

P, 40% 25% 0% 20% 15%
a) Wieviele Zeitungen kann Mathusalen am einem beliebigen Tag erwarten?

b) Er braucht fiir jede der ersten vier Zeitungen 15 Minuten Lesezeit, dann kennt er die Nachrichten schon
und braucht fiir jede weitere Zeitung 3 Min weniger als fiir die vorige. Wielange liest Mathusalem im
Mittel (erwartungstgeméiﬁ ) die Zeitungen im Lesesaal?

Aufgabe 2 Ein Toast auf Toaster !

Mathix ist Fabrikant geworden und stellt Toaster passend in Form und Farbe zu den Servicen bekannnter
Firmen her.

Nach der Fertigstellung werden die Toaster auf drei Eigenschaften hin gepriift:

Mingel in der Form sind selten. Sie treten nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 5% auf,

- Bei der Farbpriifung aber fallen etwa 20% der Toaster durch.

15% der Gerite sind funktionsuntiichtig.

An den Einzelhandel verkauft Mathix nur vollstindig einwandfreie Gerite zum Preis von 69,-DM
An Kaufhéuser werden zum Preis von 54,- DM auch solche verkauft, die entweder Méngel in der Form

oder in der Farbe haben.
Funktionstiichtige Geréte mit Méngeln in Form und Farbe kann jeder fiir 20 DM bei der Fabrik kaufen.

Gerite, die nicht funktionieren, werden gar nicht verkauft. Sie werden ausgeschlachtet. Unter
Beriicksichtigung der Arbeitskosten werden sie mit 4 DM Gewinn veranschlagt.

Welche Einnahme an einem Taoster kann Mathix erwarten?

In welcher Reihenfolge sollte er priifen?

Wo sind VerbesserungsmaBnahmen in seiner Produktion besonders notig?

Aufgabe 3 Pause !

GroBumfragen haben ergeben, daB 20 % der Schiiler kein Schulbrot mit zur Schule nehmen.

In unserem Forum soll dazu eine Umfrage gemacht werden.

Woraut'ist dabei zu achten, damit es sich um einen Bernoulliversuch handelt?

Gehen Sie im folgenden davon aus, daB sich unsere Schiiler nicht anders verhalten als andere Schiiler im
Lande.

a) Es werden 10 Schiiler befragt. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf genau 2 kein Schulbrot
* mithaben? ( Formel und Tabelle ).

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB héchstens 2 kein Schulbrot mithaben? ( Tabelle )

b) Es werden 100 Schiiler befragt. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB Zahl die der Schiiler ohne

Schulbrot zwischen 15 und 25 (incl.) hegt ? (Tabelle) .

Aufgabe 4 Die Erleuchtung! In meinem Wohnzimmer habe ich 8 Lampen.
a) Wieviele Beleuchtungsarten gibt es, wenn ich genau 4 der 8 Lampen einschalte?
b) 3 Familienmitglieder kommen nacheinander herein. Jedes schaltet eine der 8 Lampen an. Wieviele

verschiedene Anschaltvorgiinge gibt es?
¢) Beim Musizieren soll es sehr hell sein, und ich schalte hintereinander alle 8 Lampen ein. Auf wieviele

Arten kann ich das tun? Werde ich in meinem Leben diese Moglichkeiten voll aussch8pfen kénnen?
Statigk1.KI.3.wpd




Mathematik-Klausur Nr.1 Kurs 12 M o Ha am 11.10.99 Name:

Teil 1 Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kombinatorik

Aufgabe | Forschungsschiff Kombinaris
Auf der Kombinaris fahren 6 Franzosen, 10 Briten und 5 Deutsche durch das Fismeer.
D) Es soll ein Personalrat zusammengestellt werden.

a) Wie viele mogliche Namenslisten mit drei Namen gibt es, wenn jede Nation genau einmal
vertreten sein soll? Die Reihenfolge auf der Liste ist egal.

b) Wie viele mogliche Listen mit drei Namenspaaren gibt es, wenn jede Nation genau einen
Sprecher und seinen Vertreter entsenden soll. Es soll unterschieden werden, ob Bert Sprecher und
Bella Vertreterin der Briten ist oder umgekehrt.

¢) Wie viele mogliche Namenslisten mit sechs Namen gibt es, wenn jede Nation genau zweimal

vertreten sein soll. Die Reihenfolge auf der Liste ist egal.

II) Fiir eine Bootsfahrt werden drei Forscher ausgewshlt, wobei die Nationalitit und die Reihenfolge

keine Rolle spielen.
a) Wie viele verschiedene Nationalititenzusammenstellungen gibt es?

b) Wie viele Namenslisten gibt es?

¢) Im Boot gibt es die Aufgaben Rudern, Messen und Steuern. Auf wie viele Arten konnen die

drei ausgewshiten Forscher diese Aufgaben unter sich verteilen?

d) Bert und Dora mégen sich gern. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind sie (bei vollkommen

zufilliger Auswahl) zusammen im Boot.

II) Im Auswahlseminar fiir die Forschungsreise musste Mathix eine Formel iiber die

k+1 k+1

Wofiir braucht man diese Formel? Beweisen Sie sie ebenfalls.

L . : n n n+ 1
Binomialkoeffizienten beweisen: 1 + =

Aufgabe 2 Mengen und Wahrscheinlichkeiten

1 Kennzeichnen Sie auf Karopapier entsprechend der rechten Figur die Mengen
A= Menge der geraden Zahlen
2 3 4 B= Menge der Primzahlen
C= Menge der ungeraden Zahlen
5 D= Menge der Zahlen, die nicht kleiner als drei smd

Ein Laplacewliirfel habe die Ergebnisse 1,2,3,4,5. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeiten dieser und der folgenden Ereignisse jeweils direkt und an

passenden Stellen zusitzlich mit einer mit einer sinnvollen Formel. Stellen Sie diese Ereignisse auch als

Figur dar.
P(ANB), P( AUB), P(D), P(AUC),
P(-Du A), P(~(BuD)).

Teil 2 Grundelemente der Analysis

Aufgabe 3 Polynom im Affenkasten
Gegeben ist fmit fx) = —;—x (x2+2)

und die Tangente fiir x=1.

Weisen Sie die dargestellten Eigenschaften nach.

Konnte es sein, dass diese Eigenschaften nicht nur fiir dieses
spezielle Polynom gelten sondern fiir viele oder sogar alle
Polynome 3. Grades? Was kann man zur Begriindung heran21ehen‘7
- Skizzieren Sie freihand einige Fiillc.

StatistikLk1099k11.wpd




Leuphana Universitat Lineburg Mathematik NAME:
Erste Staatsprifung fur das Lehramt an Berufsbildenden Schulen Seite 1/3
Prof. Dr. Dérte Haftendorn (Mit CAS-Taschenrechner Tl-nspire 0.4.) Marz 2011

Aufgabe 1  Stochastik

Mathix ist jetzt Spielefabrikant geworden.
Die rémischen Astragali waren aus den
FuBknochelchen von Schafen, er méchte sie
aber aus Holz schnitzen lassen.

a) Man kann beim Wiirfeln mit Astragali
vier Falle unterscheiden und der Tabelle
rechts sind die tblichen
Wabhrscheinlichkeiten zu entnehmen.

Mathix will prifen, ob bei den Astragali Merkmal!|P(Merkmal) y ‘
aus Holz diese Vorgaben eingehalten Bauch 048 o4 R

werden und wirfelt Bauch 70, Platte 26, Platte 0,10 i

Kuhle 64, Bucht 20 mal. Auf welchem Kuhle 0,35 0.2 LN
Signifikanzniveau kann er mit dem Bucht 0,07 o o -
Chiquadrattest behaupten, die Astragali o 0.0 SRR
seien nicht gut genug geformt? M/(/,éci

(Ausfihrliche Bearbeitung mit eigener Tabellg.
b) Eine Grundform wird maschinell gedrechsett, aus ihr wird die Astragalusform geschnitzt.

Fur 150 Astragali hat das Schnitzerteam’® Std +/- 30 Min gebraucht. Nachdem Mathix
nun ein ernstes Wértchen mit seinem Team geredet hat, dass die Astragali sorgfaltiger
geschnitzt werden mussen, hat er den Eindruck, dass sie nun langer fiir 150 Astragali
brauchen. Er misst fiir je 150 Astragali 6,4 h// 6,1 h// 6,8 h// 6,7 h//6,6 h Stunden
Arbeitszeit. Geben Sie die mittlere Arbeitszeit als Messwert an. Deuten Sie an, wie die
Berechnungen in einer Tabelle mit Excel eigenstandig durchzufiihren wéren (jeweils 1.
Zeile incl. Formel notieren). Entnehmen Sie aber die Werte dem TI-Tool.

Fuhren Sie einen GauR-Test durch. Nennen Sie auf die Aufgabe bezogen die

Hypothesen und erldutern Sie das Vorgehen mit Hilfe einer Skizze. Fithren Sie auch

einen t-Test und einen F-Test durch und formulieren Sie jeweils einen auf die Aufgabe

bezogenen Antwortsatz.

d) Die Rémer wiirfelten mit den Astragali um den Rat der Gétter zu erfahren. Ein Wurf mit
vier Astragali gleichzeitig, der alle vier Seiten zeigte, hieR ,Venuswurf*. Er war ein gutes
Zeichen fiir das Vorhaben. Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt ein , Venuswurf beim
Astragali-Orakel gerasfrein zufillig ein? (Mit Begriindung.)

e) Beim Priester Mathitus waren unter 20 Wiirfen mit je vier Astragali 4 Venuswiirfe. Hat
Mathitus eine besonders gute Beziehung zu den Géttern? Untersuchen Sie mit einem
genauen binomialen Hypothesentest (nehmen Sie p=0,1, wenn Sie d) nicht haben), ob
bei Mathitus signifikant mehr Venuswiirfe auftreten als man erwarten sollte.

f) Mathusalem hat historische Forschungen befrieben, bei denen er in Quellen gefunden
hat, dass bei 123 Vorhaben des Senates 78'v&rher das Astragali-Orakel befragt wurde.
(Es gab noch andere Orakel: Vogelflug, Eingeweideschau usw..) Schétzen Sie den Anteil
der Astragali-Orakel-Befragungen bei Senatsvorhaben mit einem 5%-Konfidenzintervall.

- Waégen Sie exaktes und néherungsweises Vorgehen gegeneinander ab. ,
Was schreibt Mathusalem als Ergebnis in der Zeitschrift,,Damals*?




Statistik-Aufgaben Thema: Beurteilende Statistik Inhalt: Schulistan
Voraussetzungen: 1.w.bis 4a Begriffe: Notw. n, Konfidenzint. Hyp.test ,Fehler 2. Art
Quelle keine Ha Kurs 95

Der Kultusminister von Schulistan hat versprochen, die geplante Schulrefom nur dann
durchzufithren, wenn statistisch gesichert werden kann, dal mehr als 60% der Schulistaner
die Reform gutheifien.

Die Aufgabenteile sind unabhdngig voneinander losbar.

a) Nach Aussagen eines Lehrerverbandes soll es etwa 70% Befirworter geben. Das
Statistische Amt wird beauftragt, auf dieser Grundlage den notwendigen Stich-
probenumfang zu berechnen, wenn mit mindestens 98%-iger Sicherheit mindestens 300
Befiirworter angetroffen werden sollen. Berechnen Sie dies auch.

b) Es werden nun 500 Schulistaner befragt, und obwohl 313 von ihnen die Reform
gutheiBen, entscheidet sich der Kultusminister getreu seiner Versprechung gegen eme
Einfithrung zu diesem Zeitpunkt. Fithren sie zur Begrindung einen genauen Hypothesentest
durch und schreiben Sie als Antwort eine kurze Radioansprache, die jedem Schulistaner
diese Entscheidung verstindlich macht.

c¢) Formulieren Sie auf die Aufgabe bezogen die Fehler 1. und 2. Art, und erlautern Sie
kurz, welcher Fehler fiir den Kultusminister die schlimmeren politischen Folgen hétte.
Der Schuldezernent wettert, beim dem giinstigen Umfrageergebnis aus b) hatte man doch
die Reform durchfiihren sollen. Er behauptet, der Kultusminister mache namlich mit seiner
Entscheidung den Fehler 2. Art. Berechnen Sie den Fehler 2.Art unter der Voraussetzung,
daB es in Wahrheit 65% Befirworter der Reform unter den Schulistanern gibt.

d) Der Lehrerverband behauptet, die Erhebung sei durch Fehler beeintrachtigt. Nennen Sie
auf die Situation bezogen drei mogliche Fehler, die bei solchen Umfragen grundsétzlich
vermieden werden miissen.

¢) Um nun Klarheit zu erlangen wird, eine neue Umfage durchgefiihrt, bei der unter 2000
Schulistanern 1252 Befirworter der Schulreform gezahlt werden.

Warum schreibt Otto Vorschnell in der Landeszeitung :"Teure neue Umfrage, dasselbe
Ergebnis” . Kommentieren Sie diese Schlagzeile und berechnen Sie ein Konfidenzintervall
fiir dieses Umfrageergebnis el) grob  ¢2) ndherungsweise €3) genau.

Wenn Sie nicht alle drei Arten rechnen wollen, begriinden Sie die Zulassigkeit Threr Wahl.

Hinweise: a) wird leichter, wenn man die "mindestens” weglaBt, das sollte man in
Grundkursen auch tun oder dicscn Teil auslassen. Die anderen Fragen sind fir beide
Kurstypen geeignet, mn Gk evt. ohne €3)
E r g e b n i s s e k u r z : a )
P(X > 300) > 08% = & (z)<2% also z=222"707 . 50537

V- 0,703
ergibt n1>457  (Erganzungsméglichkeit fir Lk : analytische Methoden fiir z(n) oder fiir den quadratischen
Term, der beim Lésen auftritt. ) b) P(X>313) = .= 1 - @ %—5@) = .. =127% = o H,
beibehalten.

¢) B=14%.....d) i.a. nicht repr, keine ja/nein-Entsch., p nicht konstant
e) nzherungsweise 60,41%<p<64,8%




Statistik-Aufgaben Thema: Beurteilende Statistik Inhali: Mondburg
Voraussetzungen: i.w bis 4a Begriffe: Notw. n, Konfidenzint. Hyp.test Egﬁmf
Quelle keine _ Binomialtabelle =100 ~ HaXKurs 95

Diese Aufgabe war in der LK-Klausur vom 14.6.89, sie ist aber auch als Gk-Aufgabe oft
ausprobiert. Die Klausur vom 14.6.89 war mit Aufg.1 bis 4 zu lang, besonders wegen 3d)

) Die Stadti Hondburg will in einem nahen ¥ald eine Miillldeponie bauen.
Tm Wahlkamof hat der Birgermeister allerdings zugesichert, dall picht
‘enn meht als 80% ' der Mondburger dagegen sind.

gebaut werden-soll, ¥

" a) Fine Rirgerinitiative (BI ) gegen den Bau de
einer Priifung und es werden von einem stZdii
100 . Personen tefragt , 83 davon sind gegen
Begrinden Sie durch einen Jyp0uhcsvhtest5 wa
Unfrage das Bauvorhaben nicht stoppt. Nennen
den Voraussetzungen. (antwortsatz bei b)) _
.b)nier Abiturient Johannes Schein berechnet, w1ev1eTe Gegner men unter
100 Befragten hitte antrexlen niissen,; damit mit DTHS?SG:CTQ*'SChSE
Sicherheit von mindestens 98 % - hdtte tehauptet weden kOnnen, mehr

. als 80% der Hondburger seien gegen, die De onle B
. Berechnen Sie.dies such und schreiten Sie fi
Rede, mit der er der Versammlung der 51
der 3%tadt zwsr &r geilch, aber QWCﬂt anie

c
¢) Am ndchsten Tag kommt heraus, daB die otige Umirage a2un GineH frei~
tagmorgen zwischen 9 und 11 "{ihr vor einem Supermarkt durchgefidart
"vorden ist, Wie begriindet die BI ihre ¥Forderung nacn einer neus:
Umfrage? C T . '

) Nun werden 214 zufdllig ausgewZhlie Erwachsene Mondburger vefrage,
davon sind 184 zegen den Bau der Depenie, :

Berechnen Sie m1y56r2€—Umgebungy'j,o‘ der Rlrgermeister, der selin
tanlkar DiveLsnrecnenem halten will, nun auf einen Baugicp elngeht.

e} Berechnen Sie fir die BI ,velche wahren Geégneresnteile in Monabhurg
aufgruad dieser Umirage (aus d)) zu ervarten sind {(Konfidenzin¥ervall
Schatzen 5ie ua’ui'~ vei 60000 erwachsensn Mondburgern die
zu erwartende Zanl der Gegner.
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Statistik-Aufgaben  Mondburg -Losungen
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Statistik-Aufgaben Thema: Beurteilende Statistik Inhalt: Radio Eriwan
Voraussetzungen: 1.w.bis 4a Begriffe: Notw. k, Konfidenzintervall. Hyp.test
Quelle keine Binomialtabelle n=100

Diese Aufgabe gehort in eine Gk-Klausur und ist auch als P3-Abituraufgabe bewdhrt.
Dze Zahlen in Klammem Smd fur Gmppe B oder eine Hausaufgabe.

Ha Kurs 95

Ci)lm Lande quzan soll das Ruudlunkgesebz probewelse gezndert werden

N

3

\

#8.0]Es

6)

f

Nur wenn nach zwei Versuchsmonaten statistisch "881chert vierden kann
- daB mehr als 5C%#%aller Zriwaner zufrieden sind, will man die “euor¢ng
endgiiltig elhluhrvn, andprenldlls will man sie uberueﬂken.
Da eina Volksbefrazung zu kostspielig ist, will Radio ZEriwan 100
-Eriwaner ﬂacb ihrer Nolnung fragen.

wurden 69 Aufrwedene bei der Umfrage gezdhlt.

Perechnen Bie das zugehdrige onflden21ntervali genau und ndherungs-
uevse AiiBern Sie sich zu den zu@*updellewequen Vorausaet7un"°d.

Es gibt 6,2 Mio Urlwaqer, darunter 1,4 Mio Kinder unter i5 j., die
in obviger Uera e nicht oeruo%31cht1gt wurden.

Benucaen Sie Inr Argeonls avus a)(oder ein sinnvoll aus edachte§
 tervall) um die Zahl der Eriwaner iiber 15J zu Scrﬁt en, die

das neue Runaz unkgesetz befurzorEGQ.

¢jObwohl soger 65 (75) der befragten 100 Eriwaner zufrieden sind,
"erklirt Radio Zriwan den lJersuch als gescheitert.

- Begriinden Sie diese 5DSSCQ°lGUQ¢ recpnerisch curch einen genauen
Hypothesentest (Tavelils) . Schreiben Sie fiir Radio Zriwan ein
wort, die die Entscheidung Jedem sriganer verstindlicn macht,

Wieviele Zufriedene unter 100 Brivanern hdtte man denn antreffen
missen,, damit sich Radic Lriwan mit mind. 99%- ig er Sicherneit

TUr die Neuerung enischieden Aritte? (Tatelle) 4.

#elche grofte Zahl Zufriedener unter 100 Befragten ist dean gerade
noca vertraglich mit einem wahren Zufriedenenante il von 6% (7C% )7
Rechnen 5ie mit U6 -~ Umgebu ungen.

Von den oben genannien Verfahren wird man i.a. nur eins znwenden.
Nennen Sie in Stichworten einige Vor- und Hachteile, und entschei-
den Sie sich begriindet fir das bests Vefahren in diesem Fz=1l.
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Aufgaben zur Statistik /¢

R _ 2 2 i Py 5 g_' _
l@’Aufgabe 5 Man wirfelt an einer Spielbude mit 2 Warfeln, der Einsatz betragt 2DM. /4 He -
Kommt wenigstens eine 5 oder eine 6 , so bekommt man den Einsatz zuriick und noch 2 DM dazu. &L/M
Anderenfalls ist der Einsatz verloren. Welchen Gewinn kann man auf Dauer erwarten?

. ;’ Ha 6. Januar 1994/ Juli 2002

Aufgabe 6 EinBauteil, das einen elektrischen Widerstand enthalt, ist einige Zeit einer mechnischen
Belastung ausgesetzt gewesen. Vorher war ein Widerstand von R = (5,83 +0,3) Q festgestellt worden.
Man vermutet, daB sich der Widerstand verringert hat. Um dies zu testen miBt man:

R; (5,36/ 5,40/ 5,39/ 5,58 )Q Hat sich der Widerstand signifikant verringert? °

Testen Sie mit dem GauB-Test und dem Einstichproben-t-Test unde dem F-Test.

@Aufgabe ] In einer Stiuchprobe von 1000 erwachsenen Einwohner einer GroBstadt zihlte man
476 Ménner. In welchen Intervall liegt mit einer statistischen Sicherheit von 95% der wahre Mianneranteil
in dieser Stadt.

'I%’Aufgabe 8 Der Zulieferer einer Autofirma garantiert, daf3 mindestens 95% seiner gelieferten
Zindkerzen einwandfrei sind. Die Autofirma entnimmt einer ankommenden Lieferungen stets 500
Zindkerzen und priift sie. Sind darunter mehr als 30 defekte, wird die Sendung reklamiert.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit (hochstens) wird zu Unrecht reklamiert?

b) Wie muB die Entscheidungsregel gedndert werden, damit hochstens mit einer Wahrscheinlichkeit von
5% zu Unrecht reklamiert wird?

c¢) Der Zulieferer hat versehentlich eine Kiste Il. Wahl mit 20% Ausschuf3 (ohne entsprechende
Kennzeichnung geschickt. Mit welche Wahrscheinlichkeit erkennt dies die Autofirma bei ihrem ersten
Prifverfahren?

@Aufgabe O Mathix braucht 100 einwandfreie Transistoren. Erfahrungs gemaB ist bei einer
Sendung des benétigten Typs nut 10% Ausschuf3 zu rechnen. Er bestellt daher auch 10% mehr, namlich
110 Stiick. a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit reichen sie nicht? Machen Sie ilr Vorgehen an einer
Verteilungskurve deutlich. '

b) Schatzen Sie mit dem schon berechneten ¢ grob ab, wiviele er etwa bestellen muB, damit sie mit einer
Wabhrscheinlichkeit von etwa 97% ausreichen.

Aufgabe 10 (Poisson) Als Onkel Mathusalem jung war, hatte er einen Computer mit 1000 Relais ,
von denen im Mittel taglich 2 ausfielen. a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fiel an seinem Geburtstag kem
einziges Relais aus? b) Wieviele solcher Relais darf eine Maschine etwa haben, damit die
Wahrscheinlichkeit, daB3 sie einen Tag ohne Storung iibersteht, wenigstens 90% ist?

ﬂs’Aufgabe 11 Unten 417 Jeriwanern waren Personen waren 16 Farbenblinde. Geben Sie
niherungsweise ein Konfidenzintervall (95% statistische Sicherheit) fiir den Anteil der Farbenblinden in
Jeriwan an.

!@’Aufgabe 12 Schlaumeier will einen Test mit 100 ja/mein-Fragen ausschlieBlich durch Raten

-bestehen. Man muB3 mindestens 60 % richtig haben um es zu schaffen. a) Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, daB3 er durchfallt? Lesen Sie moglichst in der Tabelle der Binomialverieilung ab. b)
Mit welcher statischen Sicherheit kann man behaupten, da8 dieser Test nicht durch reines Raten zu
» bestehen ist? (St diirfen a) verwenden )

| AUfg&bﬁ 13 Tino behauptet n diesem kithlen Sommer sei sein Wein deutlich weniger siB3. Im

vorigen Jahr hat er 70 Grad Ochsle, nun aber hat Tino gemessen: 65°, 70°, 62°.

a) Berechnen Sie fiir die Messung den Mittelwert und seine Standardabweichung.

b) Testen Sie mil 0—5% ob das Mostgewicht( in " Ochsle) signifikant gesunken ist.( t-Test und GauBtest

mit ¢ aus a) -

Warum ist hier ein einseitiger Test erlaubt?




Statistik, Beweise zur Regressuon

ﬁ Prof. Dr. Dorte Haftendorn, 11.05.02

Gegeben sind Stltzpunkte (x,/y,) mit

i=1 bis n.

Zu jeder Geraden y=m x+b lassen sich mit
¥, =m x, +b die "Ordinatenfehler”, die

Residuen y -, bilden. Gesucht ist die

Gerade
Far die die Summe der Quadrate der

Ordinatenfehler minimal wird. In Bild 2 ist eine -

beliebige Gerade mit zugehérigen
Fehlerquadraten eingezeichnet.

Aufstellen einer von m und b abhangigen
Funktion

amB)=3 043, =3y, mx, ~ b’

%z z._z";(y,.-m,.—b)(—ae)

=—2(Z Y, — mZx —be]

i=1

AT

4 + - + - [ + +
3 5 = + = - = *
42 + - B -~ + 4 <+
'z + = 3 + % p!

d{P1;514)*2+d(P2;s10P2+d(P3;s6)"2+d{F10,P5*2 |
Aklueller Wert: 2,437

o =230~ b —

&

(Wi
2%
Lk
—

—— 2(2": Y~mY x,~n b)

i=1 =1

(%

Beide partiellen Ableitungen missen
Null sein. Also aus der Ableitung

nach b: iz : 4 . .
ZIZ 7 ”"; %=nb I d(P1,514)"2+d{P2;510)*2+d({P3;56)"2+d(P10;P5/2
12 1 Akiueller Wert : 1,4
AT 2 T2 3 4 5 6 7 8 & 1
y —-mx =b :
Man sieht hier, dasé die gesuchte Gerade | 1 In (_:!iegeq'n
durch den Schwerpunkt der Daten verlaufen —Zx, ¥—-Xy , DBeispielist
muss, letzter ist rechts rot eingezeichnet. = "2 _=0,6 und b=0,1
in die Ableitung nach m eingesetzt ergibt sich (lixz 5‘_2) n°  die Gerade also
a n n n = 1
Zx.-y,- —"IZJ&’—(%m?)Zx.:O e y=0,6 x + 0,1
. =1
nzxiyi - inzyx g :
e il Ubrigens ist
— =1 =l
2
an,. .{ x,.) Sy
Zx Z X }" .—x— y =1 =1 s 2
:-—1 n i=1 *




Statistik, Formeln fiir Varianzen o [[_Prot D Dorte Hatendorn, 12.05.02

Es geht im Folgenden um die Abweichungen vom Datenschwerpunkt. ( / 7)
- . 1 n . -
Kovarianz: s, = 2550 -7)

Dies kann man als mittleres Abweichungsrechteck auffassen. s e s

x-Varianz s, :——Z(x %)’

XD XTI D]
IRt
XL
YA
A R

x-‘}

Dies kann man als mittleres Abweichungsquadrat in x-Richtung
auffassen. +

x-Standardabweichung s, =,,%i(x,- _¥Y istdemnach . . BoeR |
die Kantenlange dieses mittleren x—Abw:;chungsquadrates. |

y-Varianz s =li(y,. 5

Das kann man als mlttleres Abweichungsquadrat in y—Rlchtung auffassen.

y—Standardabwelchung 5, /—Z(y -y

ist demnach die Kantenlange dieses mittleren y- Abwelchungsquadrates

Damit das Produkt s,s, auffassbar als Kantenlange eines Rechtecks, das aus den beiden

mittleren Abweichungsquadraten gebildet werden kann.

In dem oben dargesteliten Sonderfall ist dieses Rechteck dasselbe, das auch durch die Kovarianz
beschrieben wird. Damit ist der Quotient aus beiden im obigen Fall 1, ebenso in anderen Fallen. In

denen die Daten auf einer Geraden liegen. Sonst ist er kleiner 1.
Man kann sich vorstellen, dass durch die 14

Quotientenbildung eine Normierung vorgenommen ' : §
wird. Dadurch entsteht eine MessgroRe, die die &

~
+ %4 & - - LT T

Abweichung der Daten von einer Geraden sinnvoll N A
beschreiben kann. .

Sxy

8.8,

1%

¥y =

, der Koorelationskoeffizient. —-1<r<1

]
da }

Beweise fiir die alternativen Berechnungsfonneln: 1 :

_ Ebenso Fast ebenso
s, ———Z(x %) \ . i o
sy =;Z(yz -¥) sxyzz‘Z(x,.-—x)(y,.——y)
- = =1
’ ':.-—--Z:(xi2 ——2'fxl +f2) 1. b 1& ’
- ===y = 2 (5= Y% -X 3 +%7)
(Zx —Zxe +n¥x ) -

i=1 i=1
i=1 i=1 i=1

‘=;Zx,-’~2f’+5€" Beachte dabei o
=1 - n n —_——Zx?yi—yx—-xy+xy
Lid .. == = B
_1 2l éa agl:l an i B
nid la, == %Y =Xy
& . _Zxx‘zx =1
=—| > x*—nx ng 1fn
n\ iz :—.—(inyi——nfi)
n\ =

¥_/

:%[iyf —nj;‘z) (ny, —ny ny, +nXy
=1




Ausgleichsgeraden -1l a- Ha 15. Dezember 2002

Problemstellung: Etliche Messpunkte sind gegeben und es soll eine Kurve gefunden werden, die den
untersuchten Zusammenhang moglichst gut wiedergibt. . ’ 4 ,
Zunichst muss man einen passenden Funktionstyp wahlen. Entweder hat man dafiir aus der Theorie Hinweise
oder man sieht sich die Punktwolke im Koordinatensystem an.

Linearer Zusammenhang: .
Unm zu festen, ob ein linearer Zusammenhang vorliegt und die sogenannte Ausgleichsgerade zu bestimmen, kann man den
Korrelationskoeffizienten r ausrechnen wnd. priifen, ob er bei 1 oder bei <1 liegt Die Zwischenergebnisse dieser Rechnung
fahren zur Ausgleichsgeraden (Fitgeraden)

Gegeben: n Messpunkte , Koordinaten  ( X, ,¥,) , i=l..n ’ ¥ X, = ¥, %o o +X . usw.

~ ~
X, —_ Y.
i - i
r y =
n n

Korrelation Berechnung der Varianzen und Standardabweichungen, a, b sind dabei beliebige praktische Zahlen.

insbesondere sind die Mittelwerte: x =

n 5 (n _ ) { n _\
8= I x-xr=1 Yix-ar-n@-ap| = 132 - 07| wvarion
n =1 n\ i ;M\« / |
2 AN, -y 1 N I L.
S == XYY P~ | Yy -n - b7 = 1Yy - np?| yvarin
B (= n\ 4 VAN /

S, = %Zn:(xi_})(”_}) = _,1_).( {Vn_;(x,.—a)( Yi-b) -n(x- ay - b)) Kovarianz

o 2
die Standardabweichungen sind S, = Sf ud §, = \/Sy .

. ) S,
Korrelationskoeffizient || r = —*¥_ [ Espiltimmer -1<r<i .

S¢S,

Il"l =1 heifit: Messpunkte auf einer Geraden, l!‘l =1 heibt starke Korrelation, II'I ~0 fast keine Korrelation.

3 _
Nunist die Ausgleichsgerade y = mx + b schnell beschafft mit m=—"21 , b=y-mx

SX
Alternative Methoden 1) Sonderfall: proprortionales Gesetz:
| ' ‘ W ' ichert ist, dann gilt: m Y (x, v,)
enn Y = m X gesiche : =

20 ¢ ) E x2

15 e .

10 d II') Allgemeine Gerade y = m x +b ,

S ] - — nx(xiyi) - Z:XIXYI-

J, T damn gilt: m = T E 5
0 — n E X ( x; )
0 1 2" 3 4 5 &

undwieobenfolgt b=y - m x .




Ausgleichskurven -11b- : Ha 15. Dezember 2002

Problemstellung: Etliche Messpunkte sind gegeben, die nicht deutlich auf einer Geraden liegen. Sie konnten
zu einer Exponentialfunktion, einer Potenzfunktion, einer beliebig platzierten Parabel oder zu einer hier nicht
genannten Funktion passen. Oft hat man aus der Theorie oder der Gesamtbetrachtung des Problems Hinweise.
Anderenfalls wahlt man die Berechnungsmethode, bei der man den Korrelationskoeffizienten r bestimmt. Der
beste Ansatz ist dann der mit dem betragsmiiBie eroBten r.

Exponentialfunktion y=ce** dh. Iny=kx+Inc also z=kx+b
Man logarithmiert also die ganze y; - Spalte, tauft z = Iny , bestimmt nach der ersten oder der letzen
Methode von Seite 11 a die Ausgleichsgerade fiir die Variablen z und x, verwendet die Steigung k und

bestimmt ¢ aus ¢ =e? . Es handelt sich um einfach-logarithmisches Vorgehen.

Die Verwendung von einfach-logarithmischem Papier eriibrigt sich, da heute das Berechnen der
Logarithmen so leicht geworden ist.

Daten und Eéﬁ;.f;;tz’ Original- einfach-og.-Daten und Gerade
. 4 '
3
2
1 k
, 0
Potenzfu
nktion
y=cx¥ dh Iny=kinx+Inc also z=kw+b

Man logarithmiert also die ganze x; - Spalte und die ganze y;- Spalte, tauft w = Inx und z = Iny |,

bestimmt nach der ersten oder der letzen Methode von Seite 11 a die Ausgleichsgerade fiir die Variablen z

und w, verwendet die Steigung k und bestimmt c aus ¢ =e? . N

Es handelt sich um doppelt-logarithmisches Vorgehen. Die Verwendung von doppelt-logarithmischem
Papier eriibrigt sich, da heute das Berechnen der Logarithmen so leicht geworden ist.

Parabel-Gesetz y = a; + a, x + a, X2 Parabel in belichiger Form und Lage.

> ' Das so beschriebene Gleichungssystem ist mit den
Y.

n Yx, Yx?| |a, ; {iblichen Methoden zu Iosen.

Esgilt: | Xx, Yx2 Ex?| || = | XU(x, ¥,

Yx? Ex? Txt] |a) |(Zwx?y,)
Lineares Gesetz y = @y + a; X Die letzte Methode von Seite 11 a ist in dieser Schreibweise

' n Xx p a, Yy i
libersichtlicher: ) -
iibersichtli her }:Xi i 12 a, E(xi y,)

Polynom héheren Grades: . _
Die Matrix des Gleictmungssystems wird in naheliegender Weise vergroBert, indem weitere Zeilen und Spalten
mit hoheren Potenzen dazu kommen. Die Unbekannten werden erginzt durch a; usw. die rechte Seite durch

Eix}y,) usw.
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Zwei-Variablen-Statistik, Verglelch

Zwel-Variablen-Statistik, lineare, Potenz-, g unten
508 weww.matk de
In dieser Datei werden & der Zwei-Variabeln-Statistik gezeigl

Die Ti-Datel enthalt mehrere "Probl.enw: ~hier sind sie mit Namen versehen, sonst mit Nummern.

Diese sind untereinander Variablen-geschitzt. So kann hier auf stets fast gleiche At mit denselben Daten
verschiedenes vorgefihrt werden,

Will man mit den eigenen Daten expesimentienen, kopiert man sich entweder die ganze Datei oder in dieser
Datel ein Problem (F der , re-Maus Kopieren, re-Maus
Einfugen).

Im ersten Problem hier wird die Arbeit mit der eingebauten twolar-Statistik gezeigt.

In den gehl es um Dort wird auch der eigene Umgang mit den
Tabellenspaltengezeigt.
Die Defini Daten kann in 1rg m) so erfolgen «:-{ 1,246} .... oder als Eintrage in

einem List&Spreadsheet-Fenster. So ist es hier in Blatt 3 gemacht.

Blan 2 zeigt das Data&Statistics-Fenster, Unten in der Mitle klickt man. es erscheinen Vorschlage, man
wahit xi, links in der Mitte wahlt man yi und es werden die D o Die

erhalt man mit der Aktionen, Das wird in den

ausfubrlich gemacht, Blatt 3 rechts, Blatt4 und BlatS zeigen. wie man mit dem eingebauten Befehl iwovar
umgeht. Katalog, twovar suchen, Assistenten einschalten, xiyi eintragen.....

Zwei-Variablen-Statistik, Vergleich

TS 3
o"
Die lineare Regresion st offernbar micht sinavoll. Die i
13 \uswahl: Exponcnsiclle Regression (lila) passt vielleicht. 3
Quadratische Hegression (giin) passt poch /
1] besser,
il y
=
7 ]
L
- ._.'/ :
3 -
L
_,_o-."_'_
-,_

1.1
Zwei-Variablen-Statistik, Vergle|ch

0.5 1.0 1.5 2.0 25 X 35 4.0 4.5 5.0 55 6.0

1.2
Zwei-Variablen-Statistik, Vergleich

Die eingebaute Zwei-Vanablen-Statistik
Sie (st besonders nitzlch, wenn man irgendwo die Zwischenwerte braucht. Wieder ist es ginstig, die
des Assi w

i Hy By B B E B H L
=twovarixiyi, 1)
1 1 2Tited Statistiken mit zw...
2 2 3% 3.35 MinX 0.9798
3 4 T Ex 13, QX 1.
4 6 14Ix 57. MedianX 1.5
SX IS Snak 2.21736 DX 3
LERER: 1.92029 Maxi 5.
n 4. MinY 6.
¥ 6.5 oy 2.
Iy 26. Mediany 2.5
Iy 258, QY 5.
sy 1= Say 5.44571 Maxy 10.5
gy = gy 4.71699 SSX 1= Tix-7). 14,
Txy 120. SSY 1= Ty 14.75
Minx 0.9798 a9.
Qix 1.
MedianX 1.5
X 3.
Maxx L -
b7 ] oo

el Samtistiken mb rwei Variablen® |

Two'Var xiyi.|: stat.results - =5

MaxX

1.3
Zwei-Variablen-Statistik, Vergleich

Min'¥ - N

An die Einzelwerte kemmt man so heran:

In eine Mathezelle stat. schresben, dann erscheint -beim Schreiben des Punkies-

in . aus dem man kann.

staLMinY + 2. stat.Q¥ + 2.5 stat.Median¥ + 5. s@LQsY - 105 stat.MaxY * 14
stat.SSX - [4.75 stabl.SSY - &

Ubrigens hat man von den beiden ichungen in der beschrei Statistik
zu nehmen stat.ox = 1.92029  und stat.ay = 4.7165%
Dagegen hat man in der beurteilenden Statistk (induktiven Statistik) mit stat.sx = 2.217% und

stabsy + 5.44071 bessere (ndmlich erwartungsireus) Schatzer fur die "wahren™ Statndardabweichungen
der Grundgesamtheit.

1.4

Llneare Regression

L g ponetiell, Potenz, hweiter unten
508 weww.matk de
Im 1. Problem wird zu Daten die vomx-b

Das geschicht auf verschiedene Arten.

Achtung: nach dem Kopieren so eines muss man in jeder Sp Zahi neu "abschicken™.
Blat2, definiert die Daten und rechnet nach der Formel der Formelsammiung

e sumlebyl) - sum|xl-sum|yi] )

In den gelben Feldemn sind Variable definien worden xq:=....

nesumlxi” | -{sum

Diese sind dann im ganzen Problem dieser Datel verfugbar appros (m) + 2 40675

boyq-m-xq approx(b) + 1.32207 Die Ausgleichsgeradeist v 2406781 1. 1230%

Blatt 3. Data&Statistics-Blatt. Unben tragt man “xi” ein links "~ Man kllclt :Iazu unten in der Mitte und
k magliche: b Dann st die

Blan 4 zeigl die
BlahtS zeigt cine didaktische Moglichkeit mit einer freien Geraden herumzuspielen. Man ziche an der blaven
Geraden (Mitte: verschieben, aullen: drehen) und beobachte die Summe der Quadrate, viesualisiert und
angezeigtwird,

In Blatt & kann man sehen, dass man mit der blauen Geraden nicht besser wird als mit der

Weiteres in

15

Llneare Regression

xig

2.1

Lineare Regression

=xi'yi  =xi*2
1 1 2 2 1 13 25 120 57
2 2 6 4sumixl) sumlyl) sumixiyl) sumixig)
3 4 7 28 16xq ¥q m mm
4 6 14 B84 36 134 132 142759 2.40678
n b bb
4 7859 -1.32203
M [«]»

15

Diese Regresshonsgerade  hat man mit der Werkeugpalene
il dem Top "Analysieren™ erhalien. Dart kann man auch
die Residuenquadrate anreigen lssen,

114 Testhoxen sind der Werkseugpaletie bei Aktionen.

91 -
i

7 I

5

3 &)

| O

H—=

0.5 1.0 1.5 2.0 25 X 35 4.0 4.5 5.0 55 6.0

2.2

Zwei-Var-Statistik.tns

Eil
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Lineare Regression Lineare Regression

9 g mit LinReghtx
‘Wenn man diesen Befehl aus dem Katalog nimmi und den Assistenten zulasst, wird ganz bequem mit einer
Eingabemastegleich dreierlel erledigt: 1, der Befehl macht im Hintergrund) die Berechnungen, 2. e tragt
mit dem Namen f2 die Regressionsfunktion als f2(x) ein (11 war schon vergeben), 3. er zeigl mit
stat.results die relevanien Parameter an,

Titel Lineare Hegn

Linkeghls xiyi1: CopyVar stat.RegEqn, f2: stat.results - b

Resid f
Die gesuchte Gleichung ist R{x] = 24067 . der Korretationskoeffizient ist stat.r «
und die Residuensind stat.Resid 15254, 0,401525, 1. 30508.0.881 356 | . Das sind die senkrechten
“Fehler”, atso yi[1] @xi1]) + 0.015254 5
Die "Fehlerquadrate”kann sind in Blatt 3 angezeigt, ihe Summe erscheint. wenn man die Gerade anklickt,

0.5 1.0 1.5 2.0 25 X 35 4.0 4.5 5.0 55 6.0

2.4 2.5

Lineare Regression Exponentielle Regression

15 ] // Regression Exponetiell
{ S L_ 5108 www. de
| P
134 3 4 im 2. Problem wird 2u geg Daten die Regressi v-a-*" berechnat,
| ; < E Logarithmiert ist diese Glekchung Infy)-k-x+Ina). Man braucht atso Infyi) (fr “ven Hand")
1 J ! Blalt 2 zeigt die Arbeit von Hand, Blatt3 die i einfach ithmis Daten, Blatt 4 die
| 7 * dBlatt 5 dic der O
'i // - Blah2. definiert die Daten und rechnet den Logarithmus der i aus. Dann macht man damit eine Bncare
a4 rad g Regression (siche Problem 1). Mach der Formel der Formelsammlung ist
- -summ|xi-Inyi) = - 1]
= -| P 3 m: 'Ww In den gelben Feldem sind Variable definient worden xgq:=....
| //’ . resumbxl® | Lsum | xi
g | yd Diese sind dannim ganzen Problem dieser Datei verfugbar appeos (m). b-yq-m-xq  appros(b) Die
/4’— 3 Ausgleichsgeradeist v mm-y+bb Wegeninly] k-xida} ist die Exponentielle Regressionskurve nun mit
. | rd 1 bb-ina) alsp a:-e® -« | 7 und ke-mm ¢ 099215 bestimmt worden.
! // Blaft 3. Data&Statistics—Blatt, Unten tragt man “i” ein links "Inyi™ Man klickt dazu unten in der Mitte und
1 P | | meésgliche Variabd g Dannist die g (Werk
34 /L, &— Man nenntdies: einfach-logarithmische Darstellung.
| - Blatt 4 zeigt die Devtung in den urspringlichen Daten,
L~
1 1 Blahts zeigt die g gl
' - ' - ' . ' ' . ' ' .
0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3:“5 4.0 45 5.0 5.5 6.0

2.6 3.1

Exponentielle Regression Exponentielle Regression

W, By B, BB 8B l " 8 N B RN
=32 =approxilr 26 &
1 2 2 1 13 637673 26.5084 57 0.693147 T Diese Regresshonsgerade hal man mit der Werkeeugpalene
2 3 6  dsumixl] sumilny) sumix*ln.. sumixig) 1.09861 tmd dem Top "Amalysieren™ eviualten. Dort kana man auch
P 2 16xg v -~ = T die Residuenquadrate anreigen lssen,
x X
6 14 B84 36 134 1.59418 0.3921350,3921... 263506 229
n b bb
4 0.3197420.3197... -
1.8
=
5
1.4
L]
1.0
L]
0.6
4 . - . ' ' . ' ' . - .
= — = = - = O 0.5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

3.2 3.3

Exponentielle Regression Exponentielle Regression

i ] g der eing g mit ExpReg
1 ® Wenn man diesen Befehl aus dem Katalog nimme und den Assistenten Zulasst, wird ganz bequem mit
- | ciner Eingabemaste gleich dreierlel erledigt: 1. der Befehl macht {im Hintergrund) die Berechnungen, 2.
| er tragt mit dem Namen f1 die Regressionsfunktion als f1(x) ein. 3, er zeigt mit stat.results die relevanien
1 Parameter an,
”J “Titel Lisponenticlle Regression
| I | a*h'x
i . " '
g_l ExpReg xi.yi.l: CopyVar stat.RegEqn.f: stat.results -
T |
4| . | "susii Trans™ Sk |
'i Die gesuchte Gleichung ist filx] « 1.37 148014}, der Korreltationskoeffizient ist stat.r » (.9059 %9
5 | und die Residuen sind stat.Resid - 0162450, 391986, 0.476855 | . Das sind die senkrechien
"Fehler”, also yi[1]-fifxi1]] + 005781
! Achiung: es gibt in jedem Problem nur eine einzige Variable stat.results. Wenn man 2.8. nun LinRegMx
3‘i 2 d fir i und Imyi ausfohrte. wirde die obige Ausgabe zerstor,
'| o Der T gibt dée exponentielie Funktion mit umgrechneter Basis aus. Es gilt !" stat.b also
14 . . . . . . . . . . . In[stat.b) + 0.392115, das ist tatsachlich das k aus der Berechnung “von Hand".
0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3:“5 4.0 45 5.0 5.5 6.0

3.4 3.5

Zwei-Var-Statistik.tns 2von: 3
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Potenz- Regression, doppellogarith.

Logarithmiert ist diese Gleichung In(y)-k-lnx) In(a). Man braucht also Ing und In(yi) fdr "von Hand")

Blatt 2 zeigt die Arbeit von Hand, Blatts die doppell
i z d Blatt 5 die der O

Blatt2, definiert die Daten und rechnet den Logarithmus der xi und der yi aus, Dann macht man damit eine

lineare Regression (siche Problem 1). Nach der Formel der Formelsammlung ist

. Tl tevei-tnyil s iroei-cum inyil)

Daten, Blatt 4 die

In den gelben Feldem sind Variable definiert worden lnxg:=..._.

H-\mul:hl |- sum et
beinyg-m-lnxq approx[b) « 0.544514  Die Ausgleichsgeradeist v+ |08 HA- - 0,544514  Wegen

Inlv]-k-bnix]+Infa) ist die Potenz-Regressionskurve nun mit bb-Ina. also a: &P . | 73068 und
k:-mm - 6 bestimmt worden.

Blatt 3. Data&Statistics-Blatt, Unten tragt man Inxi™ ein links "Iny™ Man klickt dazu unten in der Mitte und
mégliche bl '] Dannist die

Man nennt dies: doppeli-loganthmische Darstelung.

Blatt 4 zesgt die Deulung b den urspranglchen Daten,

Blatis zeigt die i

Bla 3. DatadStatistics-Blatt. Unten tragt man “xi” ein links %" Man klickt dazu unten in der Mitte und

bek magliche L geb Dann ist die (

Man nennt dies: einfach-logarithmische Darstellung,

Blatt 4 zeigt die Deutungin den ursprunglichen Daten,

Blahs zeigt die

4.1

Potenz- Regression, doppellogarith.

257 Diose Rege de hat man mis der Werkeeugpah |
il dem Top "Amalysieren™ eshalien. Dort kann man auch
die Residuenquadrate anseigen lassen.
2.2
1.81
=
5
1.4
1.04
0.6
1.8

4.3

Potenz- Regression, doppellogarith.

g der eing Potenz-

g mit ']
Wenn man diesen Befehl aus dem Katalog nimmt und den Assistenten zulasst, wird ganz bequem mit
ciner Eingabemaste gleich dreierlel erledigt: 1. der Befehl macht {im Hintergrund) die Berechnungen, 2.
er tragt mit dem Namen f1 die Regressionsfunklion als fix) ein. 3. er zeigt mit stat.results die relevanten
Parameter an,

Titel

Towerfeg xi.yi I CopyVar stat.RegEqn.IT: stat.results - b

Die gesuchte Gleichung ist M(x) + 17306811 der Komellationskoeffizient kst stabr » 0970004 | der
ist sehr viel schlechier als die r aus den anderen Problemen.

Die Residuen sind stat.Resid -
_ ity
Fehler, also yi[ 1] -ffxi1]) - 0.
Aamung: es gll'll in jEﬂ!M Problem nur eine einzige Variable stat.results. Wenn man z.B. nun LII\REQMI
far Inxi und Inyt ausfihne, wirde die obige Ausgabe zersion.

Die Werle stat.a « 1.7%08 und stat.b « |.0%045 sind tatsachlich die aus der Berechnung "von Hand™ auf
Blatt 1

HSUERL, 11,7 39574,2,005%¢6 | . Das sind die senkrechten

4.5

Quadratische Regression

15

Quadratische Regression st am besten, 4
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5.2

Zwei-Var-Statistik.tns

Potenz- Regression, doppellogarith.

tnxil.. Byig nxi Mg
=lnai*bey =Inxi® =approx =approx(l |
1 1 2 0. 0. 3.8M2 637673 B.18766 551267 0. 0.693147
2 2 30.6931.0.4.. sumiin_. sumiinyl) sumilma'l_sumiln_ 0.6931. 1.09861
3 4 71.3862..1.9... Inxq Imyg m mm 1.3862. 1.94591
4 6 141.7817.3.2. 0.8678 1.55418 1.08046 1.080461.7917. 2.63%06
n b bb
4 0.5485140.5485...

Potenz- Regression, doppellogarith.

15
L
13 Die Posenz-Regressionskarve  (ornge) ist hier sehr
schlecht Sie sicht wie eine Gerade aus, da der
Exponent k=1.08 East 1 fs1.
114 Lila ist die exponentielle Regression, die offenbar
besser st
a4
=
7 e
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4.4

Quadratische Regression

508 weww.matk de
I 4. Problem wird zu Daten di veaat i beree
Das geschieht nur nech auf die e 1. Eine eine Matrix. das ist hier

intem programmiert
Die Daten werden diesesmal hier definiert: xi:-{ 1,246} und yk-{2,3.7,14}

Achtung: Die Mathe-Zellen haben "Atfribute” (re-Maus) Hier ist die Ausgabe unterdriickt, damit die Zahlen
nicht rweimal da stehen,

Blatt 2. Data&Statistics—Blatt, Unten tragt man “xi” ein links "™ Man klickt dazu unten in der Mitte und

bk magliche bl Dannist die i ,
Blaf 3 zeigt die Devtung in den urspranglichen Daten.
Bland zeigt die i i

5.1

Quadratische Regression

mit QuadReg

\Wenn man diesen Befehl aus dem Katalog nimmi und den Assistenten zulasst, wird ganz bequem mit einer
Eingabemastegleich dreierlel erledigt: 1, der Befehl macht (im Hintergrund) die Berechnungen, 2. ef tragt
mit dem Namenf1 die Regressionsfunktion als f1(x) ein. 3. er zeigt mit stat.results die relevanten
Parameter an.

'] atischen

Cuadratische Regression

unidieg xiyi, 1: CopyVar stal.RegEqn.f: stat.results - IJ

Die gesuchte Gleichung ist My} = 0. 363065 v 2L 1460E5 - LR02 | der Komeltaionskoeffizient ist

\llslal.l’ = (9ass  Das ist der hochste dieser ganzen Sere. Die quadratische Regressionskurve ist also
die beste Ausgleichskurve,

und die Residuensind stal.Resid OO0 AL OVTHREE, 10,0251 26,0,
“Fehler”, atso yi1]-Alxi{1]) - |

5% |, Das sind die senkrechien

Achtung: es gibt in jedem Frobldem nur eine einzige Variable stat.results. Wenn man nun eine andere
Regression zum Vergleich ausfuhne, wirde die abige Ausgabe zerstost.

5.3
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