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fallen. Die iibrigen Seiten 3, 4, die dabei in Kreise iibergegangen sind,
konnen wir in der vorgeschriebenen Weise aneinanderheften, indem wir
(Abb. 284) den Kreiszylinder
verbiegen. Wir erhalten
schlieBlich die Fliche des
Torus, und der Rand der
Rechtecksfliche geht in ein
., kanonisches Schnittsystem"*
des Torus iber, wobei jede

' Kurve zwei Randstrecken

der Rechtecksfliche entspricht
(Abb. 285 und 275b). Umge-
kehrt: schneidetmanden Torus
lings eines kanonischen Sy-
stems auf, so ergibt sich
stets eine Figur, die dem
Rechteck mit der angegebe-
nen Rénderzuordnung topo-
logisch dquivalent ist. Man
kann dieses Verfahren auf
alle ,,Brezeln ausdehnen.
Hat die Brezel den Zusam-
menhang 2p 4+ 1, so be-
steht das kanonische Schnitt-
system aus 2p Kurven. Die
Zerschneidung liefert also ein
4p-Eck mit einer bestimmten Rénderzuordnung. Fiir die Fille
h=5, 7, also p = 2,3, ist die Konstruktion durch Abb. 286, 287
veranschaulicht.

Die Abbildung der Brezeln auf
4p-Ecke spielt sowohl in der Theorie
der stetigen Abbildungen (vgl. S. 284)
als auch in der Funktionentheorie
(vgl. S. 294) eine wichtige Rolle. In
beiden Anwendungen geht man davon
aus, dafl die 4p-Ecke eine reguldre
Gebietseinteilung der hyperbolischen
Ebene (bzw. fiir p =1 der euklidi-
schen Ebene) liefern, wie wir das auf

Abb. 2864, S. 228 erdrtert haben.

Wenn man die Rénderzuordnung
abindert, erhilt man aulBler den Brezeln noch eine groBe Anzahl
weiterer Flichen, von denen uns einige im folgenden beschiftigen
werden.

Abb. 284.

Abb. 285.
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Abb. 286Db. Abb. 286c. Abb, 286d.

Abb. 286e. Abb. 286f.

Abb. 287a, Abb, 287b.

“\’
o

Abb, 287c. Abb. 287d.




§ 46. Einseitige Flichen. 271

logische Eigenschaft darzustellen. Wihrend in diesem Beispiel eine
geschlossene Durchdringungskurve vorhanden war, besitzt die Durch-
dringungskurve des Heptaeders sechs Endpunkte, nimlich die Ecken
des Heptaeders. Diese sind nun wirklich als Singularititen anzusehen.

l
Abb. 293, Abb. 294.

Die Umgebung eines reguliren Punkts auf einer Fliche 14Bt sich nimlich
stets in eine Kreisscheibe verzerren ; fiir die Umgebung einer Heptaeder-
ecke (Abb. 288) ist dagegen eine solche Deformation nicht ohne weiteres
moglich. Das Heptaeder besitzt demnach sechs singulire Punkte, und

Abb. 295.

es erhebt sich die Frage, ob es liberhaupt eine einseitige geschlossene
Fliche ohne singulire Punkte gibt.

Eine solche Fliche ist zuerst von F. KLEIN angegeben worden. Wir
gehen aus von einer an beiden Seiten offenen Rihre (Abb. 295). Friiher
haben wir aus einer
solchen Rohre durch
Zusammenbiegen und
Aneinanderheften  der
Randkreise die Torus-
fliche erhalten. Diesmal
heften wir die Enden in
anderer Weise zusam-
men. Wir denken uns
das eine Ende der Réhre etwas kleiner als das andere und stecken nach
passender Verbiegung der Rohre dieses Ende so durch die Wand der
Réhre, daB beide Randkreise konzentrische Lage annehmen (Abb. 296).
Indem wir den weiteren Rand der Réhre etwas nach innen, den engeren
Rand etwas nach auBen biegen, lassen sich die beiden Rénder nun ohne
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Singularitit zusammenheften. Damit haben wir die KLgiNsche Fliche
konstruiert (Abb. 297). Sie ist offenbar einseitig und besitzt eine ge-
schlossene Durchdringungskurve an der Stelle, wo wir das engere Ende
der Rébre durch die Wand der Réhre hindurchgesteckt haben.

Da das erste Beispiel einer geschlossenen einseitigen Fliche, das
Heptaeder, sich von den geschlossenen bisher betrachteten zweiseiti-
gen Flichen auch durch
seinen geraden Zusam-
menhang  unterschied,
kénnen wir  erwar-
ten, daB die KrEinsche
Flache ebenfalls gera-
den Zusammenhang be-
sitzt. In Wahrheit be-

Abb. 297. sitzt diese Fliche aber

den Zusammenhang 3

wie der Torus. Auch das kanonische Schnittsystem kann genau so
wie beim Torus gewihlt werden; als erste, geschlossene Zerschneidungs-
kurve wihlen wir die Naht, lings der wir die Rohrenenden an-
einandergeheftet hatten. Als zweite Kurve eine solche, die in das
Stiick einer Zylindererzeugenden iibergeht, wenn wir die KLEINsche

Eb.en?r EvEL Hang- h=2 zweiseitig
Kreisring kurven
MBS eine Randkurve | h =2 einseitig
sches Band
Torus ges;l;;z;icne h=3 zweiseitig
Vi KrLEINsche geschlossene R
n"l‘\ Flache Flache h=3 cHsakg
projektive geschlossene h— ——
+ Ebene Fliche -4 SHIBCSE

Fliche lings der Naht wieder auftrennen und sie wieder in Zylinder-
gestalt zurlickbiegen. Durch Zerschneidung lings dieser beiden Kurven
geht die KLEINsche Fliche ebenso wie die des Torus in ein Rechteck
iber, Jede Kurve, die zwei Randpunkte des Rechtecks verbindet, zer-
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